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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное пособие представляет собой лекции по курсу «Теория 
эксперимента» для студентов IV курса химического факультета, спе-
циализирующихся на кафедре физической химии, и содержит основы 
современных методологических подходов к постановке и обработке 
результатов физико-химических исследований и математических ме-
тодов, применяемых при планировании и оптимизации эксперимента. 

В первой части пособия введено понятие о результатах экспери-
мента как случайных величинах, информация о которых содержится в 
законах распределения. Рассмотрен нормальный закон распределения 
вероятностей для непрерывных величин. Во многих прикладных зада-
чах нет необходимости использовать законы распределения в полном 
виде, вместо них можно воспользоваться числовыми характеристика-
ми случайной величины, в сжатой форме выражающими наиболее 
существенные особенности ее распределения. Введено понятие и рас-
смотрены свойства наиболее часто применяемых моментов распреде-
ления — математического ожидания и дисперсии. Рассмотрены ос-
новные понятия математической статистики: генеральная совокуп-
ность и случайная выборка, оценки генеральных параметров и их 
свойства, методы проверки статистических гипотез и построение до-
верительных интервалов для генерального среднего и дисперсии. Для 
получения оценок генеральных параметров используется метод мак-
симального правдоподобия. Указаны способы оценки случайной и 
суммарной погрешности косвенных измерений. Представлены методы 
проверки однородности двух и более выборочных дисперсий, сравне-
ния средних и расчета средневзвешенного значения величины. 

Во второй части пособия рассмотрены основные методы корреля-
ционного и регрессионного анализов, широко применяемых при обра-
ботке результатов физико-химических измерений. Введено понятие о 
стохастической связи между случайными величинами и коэффициен-
те корреляции, характеризующем тесноту линейной зависимости ме-
жду ними. Коэффициенты полиномиальных зависимостей определя-
ются методом наименьших квадратов, который обосновывается как 
частный случай метода максимального правдоподобия при нормаль-
ном распределении случайных величин. Использование полиноми-
альных моделей позволяет улучшать аппроксимацию эксперимен-
тальных данных, повышая порядок полиномов. Представлены основы 
дисперсионного анализа, использующего свойство аддитивности дис-
персии изучаемой случайной величины, что дает возможность разло-
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жить ее на отдельные составляющие, обусловленные влиянием неза-
висимых факторов или их взаимодействий. Рассмотрены основные 
положения и методы обработки результатов для однофакторного и 
двухфакторного дисперсионного анализов; метод планирования экс-
перимента по схеме латинского квадрата для трехфакторного анализа. 

Изложены методы планирования эксперимента с использованием 
полиномиальных моделей, направленные на поиск оптимальных ус-
ловий при неизвестном механизме протекания процессов. Показано, 
что выбор плана эксперимента определяется задачей исследования. 
Линейные модели используются в методе крутого восхождения по по-
верхности отклика. Для достижения экстремума может быть также 
использован метод симплекс-планирования. Для описания области, 
близкой к экстремуму, применяются композиционные планы второго 
порядка. 

Лекции основаны на материале, представленном в следующих 
учебных пособиях: 

1. Ахназарова С.Л., Кафаров В.В. Методы оптимизации эксперимента в хими-
ческой технологии. М.: Высш. шк., 1985. 327 с. 

2. Спиридонов В.В., Лопаткин А.А. Математическая обработка физико-хими-
ческих данных. М.: МГУ, 1970. 221 с. 

3. Тейлор Дж. Введение в теорию ошибок. М.: Мир, 1985. 272 с. 
Изложенный в пособии материал условно систематизирован по 

разделам-лекциям и представляет собой теоретическую основу для 
рассмотрения практических вопросов и задач, возникающих при по-
становке, планировании и обработке физико-химических эксперимен-
тов. Многие положения и правила даны без математических доказа-
тельств, рассмотрение которых не является целью курса. Проведение 
с помощью этого пособия лекций-консультаций позволит, во-первых, 
высвободить дополнительное время для решения практических зада-
ний в рамках отведенных на курс учебных часов (традиционно 24 
лекционных часа и 10 часов семинарских занятий) и, во-вторых, акти-
визировать самостоятельную работу студентов. На каждом занятии 
после обсуждения теоретических вопросов студентам будут предло-
жены практические задачи, основанные на экспериментальных иссле-
дованиях, выполненных сотрудниками кафедры физической химии. 
Последние, после их апробации, составят в будущем третью часть 
данного пособия. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Задачей большинства физико-химических экспериментов является 
количественное изучение каких-либо свойств вещества. Для этого 
проводятся измерения одной или нескольких физических величин с 
последующей обработкой полученных данных. Экспериментальные 
результаты всегда содержат погрешности, связанные с тем, что любые 
измерения сопровождаются действием и взаимодействием большого 
числа разнообразных и трудноучитываемых факторов. Конечной це-
лью любого исследования является не только представление наилуч-
шей, по мнению экспериментатора, оценки измеряемой величины, но 
и максимально достоверной оценки погрешности измерений. 

Любой прибор или устройство для измерения физических величин 
можно рассматривать в виде объекта (рис. 1), для которого x1, …, xk — 
входные измеряемые и регулируемые параметры; w1, …, wl — некон-
тролируемые, случайным образом изменяющиеся параметры («шум» 
объекта); y1, …, ym — выходные параметры. Комплекс параметров x1, 
…, xk называют основным, поскольку он определяет условия экспери-
мента. Результат опыта зависит не только от основных параметров, но 
и от «шума» объекта, влияние которого носит случайный характер. 
Поэтому естественно рассматривать и результат эксперимента, и 
ошибку измерения как случайные величины, управляемые вероятно-
стными законами, и применять для учета действия случайных факто-
ров теорию вероятностей. Тогда влияние случайных ошибок на ре-
зультат измерения можно количественно оценить при помощи мате-
матической статистики — науки, занимающейся применением веро-
ятностных методов к решению задач в различных областях наук, в ча-
стности в задаче обработки результатов наблюдений. 

Современная химическая промышленность выпускает несколько 
десятков тысяч наименований продуктов, в лабораториях разрабаты-
ваются сотни новых технологических процессов. Экспериментальное 
изучение механизмов протекания всех этих процессов нереально, ме-
жду тем задачи оптимизации и управления этими процессами необхо-
димо решать. Для этих целей успешно применяются эксперименталь-
но-статистические методы, с помощью которых составляется мате-
матическая модель объекта и при неизвестном механизме протекаю-
щих в объекте процессов изучается зависимость отклика системы на 
изменения основных параметров. 
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Рис. 1. Схема объекта. 

Математической моделью объекта служит функция отклика, свя-
зывающая выходной параметр, характеризующий результаты экспе-
римента, с переменными, которые варьируют при проведении опытов: 

y = ϕ (x1, x2,…, xk). 
Независимые переменные x1, x2,…, xk называют факторами, про-
странство с координатами x1, x2,…, xk — факторным пространством, 
а геометрическое изображение функции отклика в факторном про-
странстве — поверхностью отклика. 

Эффективность экспериментов в большой степени зависит от ме-
тодов их проведения. Пассивный эксперимент является традиционным 
методом, когда ставится большая серия опытов с поочередным варьи-
рованием каждой из переменных. Обработка опытных данных прово-
дится статистическими методами, позволяющими оптимизировать 
процедуру обработки и анализа эксперимента. Используя активный 
(спланированный) эксперимент, можно достичь существенно больше-
го — оптимизировать и стадию постановки эксперимента. Под плани-
рованием эксперимента понимают оптимальное управление экспери-
ментом в условиях неполной информации о механизме процесса. Раз-
витие этой концепции связано с работами Р. Фишера, главная идея ко-
торых состоит в раздельной оценке эффектов в многофакторной си-
туации. Широко применяемое планирование эксперимента при поиске 
оптимальных условий процесса связано с работами Бокса и Уилсона. 
В настоящее время методы планирования и оптимизации эксперимен-
та широко применяются при изучении процессов в лабораторных и 
полузаводских условиях и несколько реже в промышленности. 
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ЛЕКЦИЯ 1 

Случайные величины. Классификация ошибок измерений. Абсолютная и 
относительная погрешность. Прямые и косвенные измерения. Оценка 
погрешностей функций приближенных аргументов. Распределение слу-
чайных величин. Функция распределения и плотность распределения. 

1.1. Случайные величины. 
Классификация ошибок измерений. 

Абсолютная и относительная погрешность. 

Под случайной величиной понимают величину, принимающую в 
результате испытания значение, которое принципиально нельзя пред-
сказать, исходя из условий опыта. Случайная величина обладает це-
лым набором допустимых значений, но в результате каждого отдель-
ного опыта принимает лишь какое-то одно из них. В отличие от не-
случайных величин, изменяющих свое значение только при измене-
нии условий опыта, случайная величина может принимать различные 
значения даже при неизменном комплексе основных факторов. 

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. Воз-
можные значения дискретных величин можно заранее перечислить. 
Значения непрерывной случайной величины не могут быть заранее 
перечислены, они заполняют собой некоторый интервал. Набор до-
пустимых значений сам по себе слабо характеризует случайную вели-
чину. Чтобы ее полностью охарактеризовать, необходимо не только 
указать, какие значения она может принимать, но и как часто. 

Каждый результат измерения — случайная величина. Отклонение 
результата реального измерения от истинного значения величины на-
зывается ошибкой измерения. («Ошибка» в научном смысле означает 
неизбежную погрешность, которая сопутствует всем измерениям). Ни 
одну физическую величину (длину, время, температуру и т.д.) невоз-
можно измерить с полной определенностью. Лучшее, на что можно 
рассчитывать, — это свести ошибки к возможному минимуму и на-
дежно рассчитать их величины. 

Различают ошибки измерений трех видов: 
1. Грубые ошибки возникают вследствие нарушения основных усло-
вий измерения. Результат, содержащий грубую ошибку, резко от-
личается по величине от остальных измерений, на чем основаны 
некоторые критерии исключения грубых ошибок. 
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2. Систематические ошибки постоянны во всей серии измерений 
или изменяются по определенному закону. Выявление их требует 
специальных исследований, их всегда стремятся свести к миниму-
му, а при необходимости они обычно учитываются введением со-
ответствующих поправок в результаты измерения. 

3. Случайные ошибки — ошибки измерения, остающиеся после уст-
ранения всех выявленных грубых и систематических ошибок. Они 
вызываются большим количеством таких факторов, эффекты дей-
ствия которых столь незначительны, что их нельзя выделить в от-
дельности (при данном уровне техники измерения). При этом рас-
пределение случайных ошибок обычно симметрично относительно 
нуля: ошибки, противоположные по знаку, но равные по абсолют-
ной величине, встречаются довольно часто. 
Корректный способ представления результатов любого измерения 

состоит в том, что экспериментатор указывает свою наилучшую оцен-
ку измеряемой величины и интервал, в котором, как он уверен, она 
лежит. Чтобы охарактеризовать отклонение приближенного значения 
некоторой величины от ее истинного значения, вводят понятия абсо-
лютной и относительной погрешностей, отвлекаясь от конкретного 
источника погрешностей. 

Пусть А — точное значение исследуемой величины, а — ее наи-
лучшая экспериментальная оценка (обычно среднее арифметическое 
серии измерений). Под абсолютной ошибкой (или погрешностью) ве-
личины а понимают абсолютное значение разности между этими зна-
чениями: 
 ε = ⏐А – а⏐ = ⏐∆а⏐, (1.1) 
или 
 А = а ± ε. (1.2) 
Предельная абсолютная погрешность определяется как 
 εпр. ≥ ⏐А – а⏐, (1.3) 

или 

 εпр. ≥ ε, (1.4) 
при этом  
 (а + εпр.) ≥ А и А ≥ (а - εпр.), (1.5) 
т. е. истинное значение искомой величины заведомо лежит в пределах 
 а - εпр. ≤ А ≤ а + εпр.. (1.6) 



 

 9

Для характеристики относительной точности измерений, завися-
щей от значения измеряемой величины, вводится относительная по-
грешность: 

 
A
ε

=δ , (1.7) 

 ε=δ A . (1.8) 

По аналогии с абсолютной погрешностью вводится также понятие 
предельной относительной погрешности: 

 
A
ε

≥δпр. , (1.9) 

или 
 ε≥δ Aпр. . (1.10) 

Тогда 

 
A
пр.

пр.
ε

=δ , (1.11) 

или 
 пр.пр. ε=δ A . (1.12) 

В вышеприведенные формулы входит неизвестная величина А, что 
делает невозможным численное определение погрешности. Практиче-
ски поступают следующим образом: так как в большинстве случаев 
абсолютная погрешность много меньше самой измеряемой величины, 
т. е. ε << A , ε << a  или А ≈ а, то для таких достаточно точных из-
мерений можно записать: 

ε≈δ a  и пр.δ a пр.ε≈ . 

Тогда с учетом определений абсолютной и относительной погрешно-
стей получаем 

 ( )δ±≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε

±=ε±= 11 a
a

aaA  или ( )пр.1 δ±≈ aA . (1.13) 

Относительная погрешность в отличие от абсолютной является вели-
чиной безразмерной и для большинства измерений представляет со-
бой малое число, поэтому ее часто умножают на 100 и приводят в 
процентах. 
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1.2. Оценка погрешностей функций 
приближенных аргументов. 

Измерения делят на прямые и косвенные. В первом случае непо-
средственно измеряется определяемая величина, при косвенных изме-
рениях она задается некоторой функцией от непосредственно изме-
ряемых величин. Подавляющее большинство физико-химических 
свойств веществ и параметров процессов определяются в результате 
косвенных измерений, погрешность которых зависит от погрешностей 
непосредственно измеряемых величин, использованных в расчетах.  

Предположим, что некоторые величины X1, X2, …, Хn измерены с 
абсолютными погрешностями ∆х1, ∆х2, …, ∆хn и что измеренные зна-
чения используются для вычисления функции 
 Z = f (X1, X2, …, Хn). (1.14) 
Очевидно, что погрешности приближенных аргументов должны при-
вести к погрешности в значении искомой функции, что можно запи-
сать в следующем виде: 
 )...,,,( 2211 nn xXxXxXfzZ ∆+∆+∆+=∆+ , (1.15) 

где ∆z — абсолютная погрешность функции Z.  
Разложим правую часть равенства (1.15) в ряд Тейлора: 

 +=∆+ )...,,,( 21 nXXXfzZ  

 ...
2
1

1

2
2

2

1
∑∑

==

+∆⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
n

i
i

i

n

i
i

i
x

X
fx

X
f  . (1.16) 

Если предположить, что измерения достаточно точны, так что вели-
чины ∆хi малы по сравнению со значениями аргументов Xi, то в выра-
жении (1.16) можно отбросить все члены, содержащие абсолютные 
погрешности аргументов во второй и высшей степенях. Тогда 

 ∑
=

∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+≈∆+
n

i
i

i
n x

X
fXXXfzZ

1
21 )...,,,( , (1.17) 

откуда с учетом (1.14) получаем 

 ∑
=

∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

≈∆
n

i
i

i
x

X
fz

1

. (1.18) 
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Выражение для предельной абсолютной погрешности функции 
n переменных запишется в следущем виде: 

 i

n

i i

n

i
i

i X
fx

X
f

ε
∂
∂

=∆
∂
∂

≈ε ∑∑
== 11

пр , (1.19) 

т.е. предельная абсолютная погрешность функции независимых пере-
менных равна сумме частных производных этой функции, умножен-
ных на соответствующие абсолютные погрешности аргументов. В 
практических расчетах значения частных производных берутся в точ-
ках, соответствующих измеренным значениям хi или средним арифме-
тическим ix , если проводились серии измерений. 

В математической статистике также доказывается, что если абсо-
лютные погрешности аргументов независимы и случайны, то наилуч-
шей оценкой погрешности функции (1.14) будет квадратичная сумма 
ее частных производных, умноженных на соответствующие погреш-
ности аргументов: 

 ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

≈∆
n

i
i

i
x

X
fz

1

2

. (1.20) 

Формулы (1.19) и (1.20) являются основными при практических рас-
четах. Из них можно вывести формулы для расчетов погрешностей 
косвенных измерений для некоторых частных случаев, использование 
которых на практике бывает более удобным: 
1. Измеренная величина умножается на точное число. Если величина 

X измерена с погрешностью ∆х и используется для вычисления 
 Z = BX, 
в котором В — точное число, то абсолютная погрешность в Z равна 

 xBz ∆⋅=∆ . (1.21) 

2. Погрешность в суммах и разностях. Если величины X1, X2, …, Хn 
измерены с малыми погрешностями ∆х1, ∆х2, …, ∆хn и измеренные 
значения используются для вычисления функции 

Z = (X1 + … + Хm) – (Хk + …+ Хn), 
а погрешности аргументов независимы и случайны, то погрешность 
в Z равна квадратичной сумме исходных погрешностей: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2222
1 ...... nkm xxxxz ∆++∆+∆++∆=∆ ; (1.22) 
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в любом случае она никогда не больше, чем их обычная сумма 
 nkm1 ...... xxxxz ∆++∆+∆++∆≤∆ . (1.23) 

3. Погрешности в произведениях и частных. Если величины X1, X2, …, 
Хn измерены с малыми погрешностями ∆х1, ∆х2, …, ∆хn и измерен-
ные значения используются для вычисления функции 

nk

m
XX
XXZ

××
××

=
...
...1 , 

а погрешности аргументов независимы и случайны, то относитель-
ная погрешность в Z равна квадратичной сумме исходных относи-
тельных погрешностей: 

 
2222

1

1 ...... ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
=

∆

n

n

k

k

m

m

X
x

X
x

X
x

X
x

Z
z

; (1.24) 

в любом случае она никогда не больше, чем их обычная сумма 

 
n

n

k

k

m

m

X
x

X
x

X
x

X
x

Z
z ∆

++
∆

+
∆

++
∆

≤
∆

......
1

1 . (1.25) 

4. Погрешность в произвольной функции одной переменной. Если ве-
личина X измерена с погрешностью ∆х и используется для вычис-
ления функции Z = f (X), то абсолютная погрешность в Z равна 

  x
X
Zz ∆

∂
∂

=∆ . (1.26) 

5. Погрешность в степенной функции. Если величина X измерена с 
погрешностью ∆х и используется для вычисления степенной функ-
ции mXZ =  (где m — фиксированное известное число), относи-
тельная погрешность в Z в m  раз больше, чем в Х: 

 
X
xm

Z
z ∆

⋅=
∆

. (1.27) 

Пользуясь формулами (1.21) - (1.27), можно справиться практиче-
ски с любой задачей вычисления ошибок в случае косвенных измере-
ний. Любой расчет может быть представлен как последовательность 
определенных шагов, каждый из которых включает один из следую-
щих видов операций: 1) нахождение сумм и разностей, 2) расчет про-
изведений и частных, 3) вычисление функции одного переменного 



 

 13

(данный метод называют «шаг за шагом»). Однако в случае когда вы-
ражение для вычисления функции Z включает одну и ту же величину 
более чем один раз (например, дважды Х1), то некоторые из ошибок 
могут взаимно компенсироваться и в результате расчет ошибки мето-
дом «шаг за шагом» может привести к переоценке конечной погреш-
ности. Поэтому в подобных случаях рекомендуется пользоваться об-
щими формулами (1.19) и (1.20). 

1.3. Распределение случайных величин. Функция распределения 
и плотность распределения случайной величины. 

Пусть дискретная физическая величина Х может принимать в ре-
зультате опыта значения х1, х2, …, хn. Отношение числа опытов mi, в 
результате которых величина Х принимает значение хi, к общему чис-
лу проведенных опытов n называется частотой появления события 
Х = хi. Частота (mi

 / n) является случайной величиной и меняется в за-
висимости от количества проведенных опытов. Однако при большом 
количестве опытов (в пределе n → ∞) она стабилизируется около не-
которого значения рi, называемого вероятностью события Х = хi 
(статистическое определение): 
  рi = Р (Х = хi) ≈ (mi

 / n). (1.28) 
Очевидно, что сумма вероятностей реализации всех возможных зна-
чений случайной величины равна единице: 

 1
1

=∑
=

n

i
ip . (1.29) 

Дискретную случайную величину можно полностью задать веро-
ятностным рядом, указав вероятность рi для каждого значения хi: 

х1 х2 х3 … хn 
р1 р2 р3 … рn 

Законом распределения случайной величины называют любое со-
отношение, устанавливающее связь между возможными значениями 
случайной величины и соответствующими им вероятностями. Вероят-
ностный ряд является одним из видов законов распределения случай-
ной величины. 

Распределение непрерывной случайной величины нельзя задать 
вероятностным рядом, поскольку число значений, которое она может 
принимать, так велико, что для большинства из них вероятность при-
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нять эти значения равна нулю. Поэтому для непрерывных физических 
величин изучается вероятность того, что в результате опыта значение 
случайной величины попадет в некоторый интервал. Удобно пользо-
ваться вероятностью события Х ≤ х, где х — произвольное действи-
тельное число. Эта вероятность 

 Р (Х ≤ х) = F(x) (1.30) 
является функцией от х и называется функцией распределения (пре-
дельной функцией распределения, функцией распределения генераль-
ной совокупности) случайной величины. В виде функции распределе-
ния можно задать распределение как непрерывной, так и дискретной 
случаной величины (рис. 2 и 3). F(x) является неубывающей функци-
ей, т.е. если х1 ≤ х2, то F(х1) ≤ F(х2) (рис. 3). 

 Рис. 2. Функция распределения Рис. 3. Функция распределения 
 дискретной случайной величины. непрерывной случайной величины. 

Ордината кривой F(x), соответствующая точке хi, представляет со-
бой вероятность того, что случайная величина Х при испытании ока-
жется ≤ хi. Тогда вероятность того, что значения случайной величины 
будут лежать в интервале от х1 до х2, равна 

 Р(х1 ≤ Х ≤ х2) = F(х2) - F(х1). (1.31) 

Значения F(х) при предельных значениях аргумента равны: F(-∞) = 0, 
F(+∞) = 1. Следует отметить, что функция распределения дискретной 
случайной величины всегда есть разрывная функция. Скачки проис-
ходят в точках, соответствующих возможным значениям этой величи-
ны, и равны вероятностям этих значений (рис. 2). 

Для непрерывной случайной величины наиболее часто использу-
ется производная функции распределения — плотность распределе-
ния случайной величины Х. 
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Если F(х) непрерывна и дифференцируема, то 

 
xd
xdFxf )()( = . (1.32) 

Задание f (x) также полностью определяет случайную величину. Плот-
ность распреределения является неотрицательной функцией (рис. 4). 

Рис. 4. Плотность распределения  
непрерывной случайной величины. 

Площадь, ограниченная осью х, прямыми х = х1 и х = х2 и кривой 
плотности распределения, равна вероятности того, что случайная ве-
личина примет значения из интервала х1 ÷ х2: 

 Р (х1 ≤ Х ≤ х2) = ∫
2

1

d)(
x

x

xxf  = F(х2) - F(х1). (1.33) 

Тогда 

 F(х) = Р(-∞ ≤ Х ≤ х)= ∫
∞−

x

xdxf )( . (1.34) 

Поскольку попадание случайной величины в интервал -∞ < Х < +∞ 
есть достоверное событие, то 

 ∫
+∞

∞−

xxf d)(  = 1. (1.35) 
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ЛЕКЦИЯ 2 

Числовые характеристики случайной величины. Свойства математиче-
ского ожидания и дисперсии. Нормированная случайная величина. 
Квантили. Нормальное и стандартное распределения случайной величи-
ны. Функция Лапласа. Задача об абсолютном отклонении. 

2.1. Числовые характеристики случайной величины. 
Свойства математического ожидания и дисперсии. 

Нормированная случайная величина. 

Вместо полного определения случайной величины в виде законов 
распределения вероятностей в прикладных задачах ее часто опреде-
ляют при помощи числовых характеристик — чисел (вещественных), 
выражающих характерные особенности случайной величины, назы-
ваемых моментами случайной величины. 

Наиболее часто в приложениях математической статистики ис-
пользуют математическое ожидание (характеристику положения 
значений случайной величины на числовой оси) и дисперсию (или 
среднее квадратичное отклонение), определяющую характер разброса 
значений случайной величины. 

Математическое ожидание (генеральное среднее) случайной ве-
личины (начальный момент первого порядка) принято обозначать 
М [Х], mx или m. Оно определяется для дискретной и непрерывной 
случайной величины соответственно как 

 m = M [X] = ∑
=

n

i
ii px

1

, (2.1) 

 mх = M [X] = ∫
+∞

∞−

xdxfx )( . (2.2) 

Для случайных величин математическое ожидание является теоре-
тической величиной, к которой приближается среднее значение x  
случайной величины Х при большом количестве испытаний. 

Свойства математического ожидания: 
1. Если с — постоянное число (неслучайная величина), то 

 М [c] = c, (2.3) 

 М [cХ] = c М [Х]. (2.4) 
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2. Математическое ожидание суммы случайных величин равно 
сумме математических ожиданий этих случайных величин: 

 М [Х1 + Х2 + …+ Хn] = М [Х1] + М [Х2] + … + М [Хn]. (2.5) 
3. Математическое ожидание произведения независимых случай-
ных величин равно произведению математических ожиданий со-
множителей: 

 М [Х1⋅Х2⋅Х3⋅…⋅Хn] = М [Х1]⋅М [Х2]⋅М [Х3]⋅…⋅М [Хn]. (2.6) 
Случайные величины называются независимыми, если каждая из 
них имеет самостоятельное распределение, не зависящее от воз-
можных значений других величин. 
4. Если случайная величина Z является некоторой нелинейной 
функцией n независимых случайных величин 

Z = f (X1, X2, …, Хn), 
которая мало меняется в небольших интервалах изменения аргу-
ментов, то 

 [ ] [ ] [ ] [ ]( )nXMXMXMfZM ...,,, 21= . (2.7) 

Дисперсией (вторым центральным моментом) случайной величи-
ны называется математическое ожидание квадрата отклонения слу-
чайной величины от ее математического ожидания, т. е. 
 D [X] = M [(X – mx)2]. (2.8) 

Для дискретной и непрерывной случайных величин дисперсия оп-
ределяется следующим образом соответственно: 

 D [X] = i

n

i
xi pmx∑

=

−
1

2)( , (2.9) 

 D [X] = ∫
+∞

∞−

− xdxfmx x )()( 2 . (2.10) 

Другие обозначения для дисперсии: Dx, σx
2, σ2(X).  

Дисперсия играет важную роль при статистических расчетах и яв-
ляется мерой рассеяния значений х около их математического ожида-
ния. Корень квадратный из второго центрального момента называется 
средним квадратичным отклонением (стандартным отклонением, 
или стандартом): 
 σx = σ = ][XD . (2.11) 
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Свойства дисперсии: 
1. Если с — постоянное число (неслучайная величина), то 

 σ2(c) = 0, (2.12) 

 σ2(cХ) = с2 σ2(Х). (2.13) 
2. Дисперсия случайной величины равна математическому ожида-
нию квадрата случайной величины минус квадрат ее математиче-
ского ожидания: 

 σ2(Х) = М [ 2X ] — 2
xm . (2.14) 

3. Дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме 
дисперсий этих величин: 

 σ2(Х1 + Х2 +…+ Хn) = σ2(Х1) + σ2(Х2) + … + σ2(Хn). (2.15) 
Выражение (2.15) называют законом сложения дисперсий. Следует 
отметить, что закон сложения справедлив для дисперсий случай-
ных величин (σ2), а не среднеквадратичных отклонений (σ). 
4. Если случайная величина Z является нелинейной функцией n не-
зависимых случайных величин 

Z = f (X1, X2, …, Хn), 
которая мало меняется в небольших интервалах изменения аргу-
ментов, то ее дисперсия приближенно равна 

 +σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=σ )()()( 2
2

2

2
1

2
2

1

2 X
X
fX

X
fZ   

 )(... 2
2

n
n

X
X
f

σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++ . (2.16) 

Выражение (2.16) называют законом накопления ошибок, и он час-
то используется в теории ошибок для определения случайной 
ошибки функции по значениям случайных ошибок аргументов. 
Третий центральный момент, разделенный на σx

3, называется ко-
эффициентом асимметрии плотности распределения: 

 γ = 33 /)()( xx xdxfmx σ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−∫

∞+

∞−

. (2.17) 
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На рис. 5 приведены примеры плотностей распределения с одинако-
выми математическим ожиданием и дисперсией, но с разными коэф-
фициентами асимметрии. 

Рис. 5. Плотности распределения с нулевым 
и ненулевым коэффициентами асимметрии. 

Если у случайной величины Х существуют первый и второй мо-
менты, то можно построить нормированную случайную величину 

 
x

xmXX
σ
−

=0 , (2.18) 

для которой 
 М [X0] = 0, D [X0] = 1. (2.19) 

Докажем, что для нормированной случайной величины справедли-
вы утверждения (2.19): 

[ ] 0)(1][1][ 0 =−
σ

=−
σ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σ
−

= x
x

x
xx

x mXMmXMmXMXM , 

[ ] 1][0)(1)(1][ 2220 =
σ

=−
σ

=−
σ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σ
−

=
xx

x
xx

x XDXDmXDmXDXD . 

Существуют следующие соотношения между функциями распре-
деления, соответствующими нормированной Х0 и ненормированной Х 
величинам: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
−

σ
=

σ
=

x

x

xx

mxfxfxf 101
1)(1)( , (2.20) 

 )()()( 001 xmfxfxf xxxx σ+σ=σ= , (2.21) 
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 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
−

==
x

xmxFxFxF 101 )()( , (2.22) 

 )()()( 001 xmFxFxF xx σ+== . (2.23) 

Рассмотренные выше моменты являются общими (интегральными) 
характеристиками распределения случайной величины. Вторая группа 
параметров характеризует отдельные значения функции распределе-
ния. К ним относятся квантили. Квантилем хβ распределения случай-
ной величины Х с функцией распределения F(x) называется решение 
уравнения F(xβ) = β, т. е. такое значение случайной величины, что 
Р (Х ≤ xβ) = β. Наиболее важное значение имеет квантиль х1/2, назы-
ваемый медианой распределения (рис. 6).  

Рис. 6. Медиана распределения. 

Ордината медианы пополам рассекает площадь между кривой 
плотности вероятности и осью абсцисс. Если распределение симмет-
рично, то х1/2 = mx. 

2.2. Нормальное и стандартное распределения 
случайной величины. Функция Лапласа. 

Задача об абсолютном отклонении. 

Непрерывная случайная величина Х называется распределенной по 
нормальному закону, если ее плотность распределения имеет вид 

 )(,
2

)(exp
2

1)( 2

2
+∞<<−∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

−
σπ

= xmxxf
x

x

x
, (2.24) 

где mx и 2
xσ  — математическое ожидание и дисперсия случайной 

величины Х.  
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Функция распределения равна 

 xdmxxF
x

x

x

x ∫
∞−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

−
σπ

= 2

2

2
)(exp

2
1)( . (2.25) 

Нормальное распределение наиболее часто встречается на практи-
ке и теоретически наиболее полно разработано. Множество событий 
происходит случайно вследствие воздействия на них большого числа 
независимых (или слабо зависимых) возмущений, и у таких явлений 
закон распределения близок к нормальному. Установлено, что нор-
мальное распределение содержит минимум информации о случайной 
величине по сравнению с любыми распределениями с той же диспер-
сией. Следовательно, замена некоторого распределения эквивалент-
ным нормальным не может привести к переоценке точности наблю-
дений, что широко используется на практике. 

График плотности нормального распределения называется нор-
мальной кривой, или кривой Гаусса (рис. 7). 

 Рис. 7. Кривая Гаусса. Рис. 8. График функции F0(x) 
  стандартного распределения. 

Нормальное распределение нормированной случайной величины 
называется стандартным. Его функция распределения имеет вид 

 xdxxF
x

∫
∞−

−
π

= )2/exp(
2
1)( 2

0 , (2.26) 

а график этой функции представлен на рис. 8. 
Вероятность того, что значения нормированной случайной вели-

чины будут лежать в интервале от х01 до х02, равна 
 Р(х01 ≤ Х0 ≤ х02) = F0(х02) –  F0(х01). (2.27) 
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Функция 
 Ф(Х) = F0(х) – ½  (2.28) 
называется функцией Лапласа 

 Ф(Х) = F0(х) – ½ = F0(х) – F0(0) = xdx
x

∫ −
π

0

2 )2/exp(
2
1 . (2.29) 

Значения функции Лапласа табулированы (приложение 1). Так как 
она является нечетной функцией, т. е. Ф(-х) = -Ф(х), то таблицы зна-
чений Ф(х) составлены лишь для х > 0. 

Для нормированной случайной величины с учетом (2.27) и (2.28) 
имеем: 
 Р(х01 ≤ Х0 ≤ х02) = F0(х02) – F0(х01) =  

 = Ф(х02) + ½ - Ф(х01) - ½ = Ф(х02) - Ф(х01). (2.30) 
Тогда в общем случае 

 =⎟⎟
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⎞
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=≤≤
x

x

x
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x mxФmxФ 12 . (2.31) 

Во многих практических задачах х1 и х2 симметричны относитель-
но математического ожидания, в частности в задаче об абсолютном 
отклонении. Абсолютным отклонением является величина 
 xmXx −=∆ . (2.32) 

Требуется найти вероятность того, что абсолютное отклонение слу-
чайной величины не превзойдет некоторого заданного числа ε: 
 P( x∆ ≤ ε) = P (mx - ε ≤ X ≤ mx + ε). (2.33) 

В частности, для нормированной случайной величины 
 P ( 0x∆  ≤ ε) = P (-ε ≤ X0 ≤ +ε) = Ф(ε) – Ф(-ε) = 2Ф(ε). (2.34) 

Тогда для нормально распределенной случайной величины с парамет-
рами mx и σх справедливо 

 P ( x∆  ≤ ε) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
ε

≤∆
x

xP 0  = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
ε

x
Ф2 . (2.35) 
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Обозначив ε/σх = k, из (2.35) получаем 
 P ( x∆  ≤ kσх) = 2Ф(k), (2.36) 

откуда 
 P ( x∆  ≤ σх) = 2Ф(1) = 0.6826, 

 P ( x∆  ≤ 2σх) = 2Ф(2) = 0.9544, 

 P ( x∆  ≤ 3σх) = 2Ф(3) = 0.9973. 

Таким образом, отклонения больше, чем утроенный стандарт (ут-
роенное стандартное отклонение), практически невозможны. На прак-
тике часто величины 2σх (или 3σх ) считают максимально допустимой 
ошибкой и отбрасывают результаты измерений, для которых величина 
отклонения превышает это значение, как содержащие грубые ошибки. 

Нормальное распределение обладает также свойством линейности: 
если независимые случайные величины Х1 и Х2 имеют нормальные 
распределения, то для произвольных чисел α и β величина 

Y = αX1 + βX2 
также имеет нормальное распределение, причем из свойств математи-
ческого ожидания и дисперсии следует, что  
  [ ] [ ] [ ]21 XМXMYM β+α= , (2.37) 

  [ ] [ ] [ ]2
22

1
22 XXY σβ+σα=σ . (2.38) 
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ЛЕКЦИЯ 3 

Генеральная совокупность и случайная выборка. Выборочная функция 
распределения. Гистограммы. Понятие об оценках параметров генераль-
ного распределения. Метод максимального правдоподобия. Оценка ма-
тематического ожидания и дисперсии нормально распределенной слу-
чайной величины. Дисперсия среднего серии измерений. 

3.1. Генеральная совокупность и случайная выборка. 
Выборочная функция распределения. Гистограммы. 

Понятие об оценках параметров генерального распределения. 

Явление статистической устойчивости результатов наблюдений 
имеет место лишь при большом (в пределе — бесконечно большом) 
числе измерений. В подавляющем же числе экспериментов исследова-
телю приходится иметь дело лишь с ограниченным, обычно неболь-
шим, числом наблюдений. В силу закона случая какие-то величины, 
определенные по малому числу наблюдений, в общем случае могут не 
совпадать с теми же величинами, вычисленными по большому числу 
наблюдений, выполненных в тех же условиях. Поэтому в математиче-
ской статистике вводят понятие абстрактной генеральной совокупно-
сти, состоящей из всех допустимых значений случайной величины, и 
выборки, представляющей собой совокупность ограниченного числа 
значений, полученных в результате опытов. В соответствии с этим 
различают выборочные характеристики случайной величины, найден-
ные по ограниченному числу наблюдений и зависящие от этого числа, 
и соответствующие им характеристики генеральной совокупности. 
При этом выборочные характеристики рассматриваются как оценки 
соответствующих характеристик генеральной совокупности. 

Выборка называется репрезентативной (представительной), если 
она дает достаточное представление об особенностях генеральной со-
вокупности. Однако из случайного характера выборок следует, что 
любое суждение о генеральной совокупности само случайно. Предпо-
ложим, что в результате эксперимента получена выборка из х1, х2, …, 
хn значений случайной величины Х. Обозначим через nx число выбо-
рочных значений, расположенных левее х — некоторой точки число-
вой оси Х. Отношение (nx

 / n) есть частота появления значений Х, 
меньших х, и является функцией от х. Эта функция, получаемая по 
выборке, называется эмпирической, или выборочной функцией распре-
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деления (в отличие от распределения генеральной совокупности) и 
обозначается как 
 Fn(x) = nx

 / n. (3.1) 
Можно доказать, что с вероятностью, равной 1, при n →∞ макси-

мальная разность между функциями распределения случайной вели-
чины Fn(x) и F(x) стремится к нулю. На практике это означает, что при 
достаточно большой выборке функцию распределения генеральной 
совокупности приближенно можно заменять выборочной функцией 
распределения. Пусть х1 < х2 < … < хn (упорядоченная по величине 
выборка, или вариационный ряд). Все элементы выборки имеют оди-
наковую вероятность, равную 1/n. Поэтому 
 Fn(x) = 0  при x < x1, 

 Fn(x) = k/n  при xk ≤ x < xk+1, где k = 1, 2, …, n – 1, 

 Fn(x) = 1  при x ≥ xn. 
График Fn(x) представлен на рис. 9. Все элементы выборки оказыва-
ются точками разрыва этой функции. В точке разрыва х = хk функция 
скачком переходит от значения (k – 1)/n к значению k/n, которое и 
удерживает в следующем интервале. 

Рис. 9. Выборочная функция распределения. 

При обработке выборок обычно используют метод «сгруппирован-
ных данных»: выборка объема n преобразуется в статистический ряд. 
Весь диапазон значений случайной величины от хmin до xmax делится на 
k равных интервалов ( j = 1, 2, …, k). Число интервалов можно выби-
рать произвольно или по эмпирическим формулам, например: 
 nk ln39.11+=  (3.2) 
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с округлением до ближайшего целого. Длина интервала равна 
 kxxh /)( minmax −= . (3.3) 
Число элементов выборки, попавших в j-интервал, обозначим через nj. 
Величина 

 nnp jj /* =  (3.4) 

определяет относительную частоту попадания случайной величины в 
j-интервал. Все точки, попавшие в j-интервал, относят к его середине: 

 2/)( 1
*

jjj xxx += − . (3.5) 

Статистический ряд записывается в виде табл. 1. 

 Таблица 1 
Статистический ряд. 

Интервал Длина  
интервала 

Середина 
интервала 

Число точек 
в интервале 

Относительная 
частота 

1 (хmin, x1) x1
* n1 p1

* 

2 (х1, x2) x2
* n2 p2

* 

… … … … … 
k (хk-1, xmax) xk

* nk pk
* 

Σ   n 1 

График, построенный по данным табл. 1, называется гистограм-
мой эмпирического, или выборочного, распределения (рис. 10). На 
рис. 11 приведен график функции Fn(x), построенный по сгруппиро-
ванным данным. 

 Рис. 10. Гистограмма распределения. Рис. 11. График функции Fn(x), 
 построенный по сгруппированным 
 данным. 
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При обработке результатов наблюдений обычно не удается полу-
чить эмпирическую функцию распределения. Однако даже простей-
ший анализ условий опыта позволяет с достаточной уверенностью оп-
ределять тип неизвестной функции распределения. Окончательное 
уточнение неизвестной функции распределения сводится к определе-
нию некоторых числовых параметров распределения. По выборкам 
могут быть рассчитаны выборочные статистические характеристики 
(выборочное среднее, дисперсия и т.д.), которые являются оценками 
соответствующих генеральных параметров. 

Оценка а*(х1, х2, …, хn) называется состоятельной, если с увели-
чением объема выборки n она стремится (по вероятности) к оценивае-
мому параметру а. Эмпирические (выборочные) моменты являются 
состоятельными оценками теоретических моментов. 

Оценка а*(х1, х2, …, хn) называется несмещенной, если ее матема-
тическое ожидание при любом объеме выборки равно оцениваемому 
параметру а, т. е. М [а*] = а. 

Важной характеристикой оценок генеральных параметров являет-
ся также их эффективность, которая для различных несмещенных 
оценок одного и того же параметра при фиксированном объеме выбо-
рок обратно пропорциональна дисперсиям этих оценок. 

3.2. Метод максимального правдоподобия. 

Для получения точечных оценок используют различные методы. 
Широко применяется метод максимального правдоподобия. Сущ-
ность метода заключается в нахождении таких оценок неизвестных 
параметров, для которых функция правдоподобия при случайной вы-
борке объема n будет иметь максимальное значение. 

Пусть плотность распределения случайной величины Х задается 
функцией f (x, a), где а — неизвестный параметр, входящий в выраже-
ние закона распределения. На опыте получена выборка значений х1, х2, 
…, хn. Окружим каждую точку хi окрестностью длины δ. Тогда веро-
ятность попадания в интервал с границами (хi - δ / 2), (хi + δ / 2) при-
ближенно равна f (x, a) δ. Если произведено n наблюдений, то вероят-
ность того, что одновременно первое наблюдение попадет в первый 
интервал, второе — во второй и т.д., есть вероятность совместного 
осуществления всех этих независимых событий и равна 

 Р (x, a) = f (x1, a)⋅f (x2, a)⋅…⋅f (xn, a)⋅ nδ  = 

 = f (x1)⋅f (x2)⋅…⋅f (xn)⋅ nδ . (3.6) 
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Так как событие с вероятностью Р осуществилось на самом деле 
при первом же испытании, то естественно предположить, что ему со-
ответствует максимальная вероятность. Поэтому в качестве оценки 
следует взять то значение а* из области допустимых значений пара-
метра а, для которого эта вероятность принимает наибольшее воз-
можное значение, т.е. корень уравнения 

 0),(
*

=
∂

∂

=aaa
axP . (3.7) 

Достаточным условием максимума при этом является выполнение не-
равенства 

 0),(
2

2
<

∂
∂

a
axP . (3.8) 

Решение проще получить, если перейти к функции 

 ∑
=

=
δ

=
n

i
in axfaxPaxL

1

),(ln),(ln),( , (3.9) 

которая называется функцией правдоподобия. 
Вероятность Р и функция L имеют максимумы при одних и тех же 

значениях определяемых параметров, так как 

 0,1ln >
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ P

a
P

P
P

aa
L . (3.10) 

В общем случае, когда требуется оценить одновременно несколько 
параметров одномерного или многомерного распределения, формули-
ровка принципа максимального правдоподобия сохранится: надо най-
ти такую совокупность допустимых значений параметров а1

*, а2
*, …, 

аk
*, которая обращает функцию правдоподобия в максимум. 
Найдем методом максимального правдоподобия оценку параметра 

λ показательного распределения с плотностью 
 ∞<≤λ−λ= xxxf 0),exp()(  (3.11) 

по выборке х1, х2, …, хn.  
Функция правдоподобия примет следующий вид: 
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ln))exp(ln( . (3.12) 
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Тогда 
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где x  — среднее выборки. 

3.3. Оценка математического ожидания и дисперсии 
нормально распределенной случайной величины. 

Дисперсия среднего серии измерений. 

Пусть распределение случайной величины Х подчинено нормаль-
ному закону 
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Тогда вероятность совместного осуществления n независимых собы-
тий Х = xi (i = 1, 2, …, n) равна  
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и функция правдоподобия 
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Продифференцируем (3.16) по m 
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Поскольку 1/σ2 ≠ 0, то 

∑
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Тогда оценка для математического ожидания равна 
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* 1 , (3.18) 

где x  — среднее арифметическое выборки (серии измерений). Отме-
тим, что для выборочного среднего сохраняются все свойства матема-
тического ожидания. Например, если Z является нелинейной функци-
ей n независимых случайных величин 

Z = f (X1, X2, …, Хn), 
то ее выборочное среднее приближенно выражается формулой 
 )...,,,( 21 nxxxfz = . 

Дифференцируя функцию правдоподобия (3.16) по σ2, получаем 
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Поскольку 1/(2σ2) ≠ 0, то 
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откуда находим оценку s1
2 для дисперсии случайной величины: 
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Метод максимального правдоподобия всегда приводит к состоя-
тельным, хотя иногда и смещенным оценкам, имеющим наименьшую 
возможную дисперсию при неограниченном возрастании объема вы-
борки. Так, выборочная дисперсия s1

2 оказывается смещенной оцен-
кой генеральной дисперсии 

 22
1

1][ σ
−

=
n

nsM . (3.23) 

Для получения несмещенной оценки дисперсию s1
2 надо умножить 

на величину n/(n - 1) 
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Уменьшение знаменателя в (3.24) на единицу непосредственно связа-
но с тем, что величина x , относительно которой берутся отклонения, 
сама зависит от элементов выборки. Каждая величина, зависящая от 
элементов выборки и входящая в формулу выборочной дисперсии, на-
зывается связью. Можно доказать, что знаменатель выборочной дис-
персии всегда равен разности между объемом выборки n и числом 
связей l, наложенных на эту выборку. Эта разность  
 f = n – l (3.25) 
называется числом степеней свободы выборки. 

В практических вычислениях для выборочной дисперсии s2 часто 
более удобна следующая формула, получаемая из (3.24) путем ариф-
метических преобразований: 
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Итак, для нормально распределенной случайной величины полу-
чают по выборке следующие оценки генеральных параметров распре-
деления: среднее арифметическое x  для математического ожидания m 
и выборочную дисперсию s2 для генеральной дисперсии σ2. 

Определим дисперсию среднего арифметического через диспер-
сию единичного наблюдения, воспользовавшись свойствами диспер-
сии. Если Х1, Х2, …, Хn — независимые случайные величины, а1, а2, …, 
аn — неслучайные величины, а функция Z равна 
 Z = а1X1 + а2X2 + … + аnXn , (3.27) 
то дисперсия Z определяется следующим образом: 

 )(...)()()( 22
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22
21

22
1

2
nn XaXaXaZ σ++σ+σ=σ . (3.28) 

Пусть в результате одной серии опытов получена выборка х1, х2, 
…, хn. Если провести несколько серий подобных наблюдений, то в 
общем случае будут получены другие совокупности значений случай-
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ной величины Х: х1
', х2

', …, хn
'; х1

'', х2
'', …, хn

'' и т.д. Поэтому значения 
х1, х2, …, хn в серии из n наблюдений можно рассматривать как слу-
чайные величины с некоторыми дисперсиями  σ2(х1), σ2(х2), …, σ2(хn). 
Поскольку эти случайные величины возникают при измерении одной 
и той же случайной величины Х, то дисперсии их естественно считать 
одинаковыми: 
 σ2(х1) = σ2(х2) = … = σ2(хn) = σ2. (3.29) 
Применим теперь (3.28) для случая, когда Z является средним ариф-
метическим (в этом случае а1 = а2 = … = аn = 1/n): 
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Из (3.30) следует, что дисперсия среднего в n раз меньше дисперсии 
единичного измерения, поэтому для стандартного отклонения 

 
n

x σ
=σ )( . (3.31) 

Если принять )(xσ  в качестве меры случайной ошибки среднего 
выборки, то увеличение числа параллельных определений одной и той 
же величины снижает величину случайной ошибки. Это свойство слу-
чайной величины используют на практике для повышения точности 
результатов измерений. 

Так как свойства генеральных дисперсий сохраняются и для их 
оценок — выборочных дисперсий, то 
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где s2 — выборочные дисперсии, s — выборочное отклонение. 
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ЛЕКЦИЯ 4 

Доверительные интервалы и доверительная вероятность, уровень зна-
чимости. Проверка статистических гипотез, критерии значимости, 
ошибки первого и второго рода. Построение доверительного интервала 
для математического ожидания непосредственно измеряемой величины. 
Распределение Стъюдента. 

4.1. Доверительные интервалы и доверительная вероятность, 
уровень значимости. 

Выборочные параметры распределения, определяемые по серии 
измерений, являются случайными величинами, следовательно, и их 
отклонения от генеральных параметров также будут случайными. 
Оценка этих отклонений носит вероятностный характер — при стати-
стическом анализе можно лишь указать вероятность той или иной по-
грешности.  

Пусть для генерального параметра а получена из опыта несмещен-
ная оценка а*. Назначим достаточно большую вероятность β (такую, 
что событие с вероятностью β можно считать практически достовер-
ным) и найдем такое значение εβ

 = f (β), для которого 

 ( ) β=ε≤− βaaP * . (4.1) 

Диапазон практически возможных значений ошибки, возникающей 
при замене а на а*, будет ±εβ. Большие по абсолютной величине 
ошибки будут появляться только с малой вероятностью  
 β−= 1p , (4.2) 
называемой уровнем значимости. Иначе выражение (4.1) можно ин-
терпретировать как вероятность того, что истинное значение парамет-
ра а лежит в пределах 

 ββ ε+≤≤ε− ** aaa . (4.3) 

Вероятность β называется доверительной вероятностью и харак-
теризует надежность полученной оценки. Интервал Iβ = a* ± εβ назы-
вается доверительным интервалом. Границы интервала a′ = a* - εβ и 
a′′ = a* + εβ называются доверительными границами. Доверительный 
интервал при данной доверительной вероятности определяет точность 
оценки. Величина доверительного интервала зависит от доверитель-
ной вероятности, с которой гарантируется нахождение параметра а 
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внутри доверительного интервала: чем больше величина β, тем боль-
ше интервал Iβ (и величина εβ). Увеличение числа опытов проявляется 
в сокращении доверительного интервала при постоянной довери-
тельной вероятности или в повышении доверительной вероятности 
при сохранении доверительного интервала. 

На практике обычно фиксируют значение доверительной вероят-
ности (0,9; 0,95 или 0,99) и затем определяют доверительный интервал 
результата Iβ. При построении доверительного интервала решается за-
дача об абсолютном отклонении: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ∫
β

β

ε

ε
ββββ β==ε−ε=ε≤∆=ε≤−

-

* )(- daafFFaPaaP . (4.4) 

Таким образом, если бы был известен закон распределения оценки 
а*, задача определения доверительного интервала решалась бы просто. 
Рассмотрим построение доверительного интервала для математиче-
ского ожидания нормально распределенной случайной величины Х с 
известным генеральным стандартом σ по выборке объемом n. Наи-
лучшей оценкой для математического ожидания m является среднее 
выборки x  со стандартным отклонением среднего  
 nx /)( σ=σ . 
Используя функцию Лапласа, получаем 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

ε
=β=ε≤− β

β )(
2

x
ФmxP x . (4.5) 

Задавшись доверительной вероятностью β, определим по таблице 
функции Лапласа (приложение 1) величину )(/ xk σε= ββ . Тогда дове-
рительный интервал для математического ожидания принимает вид 
 )()( xkxmxkx x σ+≤≤σ− ββ , (4.6) 

или 

 
n

kxm
n

kx x
σ

+≤≤
σ

− ββ . (4.7) 

Из (4.7) видно, что уменьшение доверительного интервала обратно 
пропорционально корню квадратному из числа опытов. 

Знание генеральной дисперсии позволяет оценивать математиче-
ское ожидание даже по одному наблюдению. Если для нормально 



 

 35

распределенной случайной величины Х в результате эксперимента по-
лучено значение х1, то доверительный интервал для математического 
ожидания при выбранной β имеет вид 
 2/112/11 pxp UxmUx −− σ+≤≤σ− , (4.8) 

где U1-p/2 — квантиль стандартного нормального распределения (при-
ложение 2). 

Закон распределения оценки а* зависит от закона распределения 
величины Х и, в частности, от самого параметра а. Чтобы обойти это 
затруднение, в математической статистике применяют два метода: 
1) приближенный — при n ≥ 50 заменяют в выражении для εβ неиз-

вестные параметры их оценками, например: 
 )(/)(/ xsxk βββ ε≈σε= ; 

2) от случайной величины а* переходят к другой случайной величине 
Θ*, закон распределения которой не зависит от оцениваемого па-
раметра а, а зависит только от объема выборки n и от вида закона 
распределения величины Х. Такого рода величины наиболее под-
робно изучены для нормального распределения случайных вели-
чин. В качестве доверительных границ Θ′ и Θ′′ обычно использу-
ются симметричные квантили 

 2/)1(
*

2/)1( β+β− Θ≤Θ≤Θ , (4.9) 

или с учетом (4.2) 

 /21
*

/2 pp −Θ≤Θ≤Θ . (4.10) 

4.2. Проверка статистических гипотез, критерии значимости, 
ошибки первого и второго рода. 

Под статистическими гипотезами понимаются некоторые пред-
положения относительно распределений генеральной совокупности 
той или иной случайной величины. Под проверкой гипотезы понима-
ют сопоставление некоторых статистических показателей, критериев 
проверки (критериев значимости), вычисляемых по выборке, с их 
значениями, определенными в предположении, что данная гипотеза 
верна. При проверке гипотез обычно подвергается испытанию неко-
торая гипотеза Н0 в сравнении с альтернативной гипотезой Н1. 

Чтобы решить вопрос о принятии или непринятии гипотезы, зада-
ются уровнем значимости р. Наиболее часто используются уровни 
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значимости, равные 0.10, 0.05 и 0.01. По этой вероятности, используя 
гипотезу о распределении оценки Θ* (критерия значимости), находят 
квантильные доверительные границы, как правило, симметричные Θp/2 
и Θ1-p/2. Числа Θp/2 и Θ1-p/2 называются критическими значениями ги-
потезы; значения Θ* < Θp/2 и Θ* > Θ1-p/2 образуют критическую 
область гипотезы (или область непринятия гипотезы) (рис. 12). 

 Рис. 12. Критическая область Рис. 13. Проверка статистических 
 гипотезы. гипотез. 

Если найденное по выборке Θ0 попадает между Θp/2 и Θ1-p/2, то ги-
потеза допускает такое значение в качестве случайного и поэтому нет 
оснований ее отвергать. Если же значение Θ0 попадает в критическую 
область, то по данной гипотезе оно является практически невозмож-
ным. Но поскольку оно появилось, то отвергается сама гипотеза. 

При проверке гипотез можно совершить ошибки двух типов. 
Ошибка первого рода состоит в том, что отвергается гипотеза, ко-
торая на самом деле верна. Вероятность такой ошибки не больше 
принятого уровня значимости. Ошибка второго рода состоит в том, 
что гипотеза принимается, а на самом деле она неверна. Вероятность 
этой ошибки тем меньше, чем выше уровень значимости, так как при 
этом увеличивается число отвергаемых гипотез. Если вероятность 
ошибки второго рода равна α, то величину (1 - α) называют мощно-
стью критерия. 

На рис. 13 приведены две кривые плотности распределения слу-
чайной величины Θ, соответствующие двум гипотезам Н0 и Н1. Если 
из опыта получается значение Θ > Θp, то отвергается гипотеза Н0 и 
принимается гипотеза Н1, и наоборот, если Θ < Θp.  

Площадь под кривой плотности вероятности, соответствующей 
справедливости гипотезы Н0 вправо от значения Θp, равна уровню 
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значимости р, т. е. вероятности ошибки первого рода. Площадь под 
кривой плотности вероятности, соответствующей справедливости ги-
потезы Н1 влево от Θp, равна вероятности ошибки второго рода α, а 
вправо от Θp — мощности критерия (1 - α). Таким образом, чем боль-
ше р, тем больше (1 - α). При проверке гипотезы стремятся из всех 
возможных критериев выбрать тот, у которого при заданном уров-
не значимости меньше вероятность ошибки второго рода. 

Обычно в качестве оптимального уровня значимости при проверке 
гипотез используют p = 0,05, так как если проверяемая гипотеза при-
нимается с данным уровнем значимости, то гипотезу, безусловно, 
следует признать согласующейся с экспериментальными данными; с 
другой стороны, использование данного уровня значимости не дает 
оснований для отбрасывания гипотезы. 

Например, найдены два значения *
1a  и *

2a  некоторого выборочного 
параметра, которые можно рассматривать как оценки генеральных па-
раметров а1 и а2. Высказывается гипотеза, что различие между *

1a  и *
2a  

случайное и что генеральные параметры а1 и а2 равны между собой, 
т. е. а1 = а2. Такая гипотеза называется нулевой, или нуль-гипотезой. 
Для ее проверки нужно выяснить, значимо ли расхождение между *

1a  
и *

2a  в условиях нулевой гипотезы. Для этого обычно исследуют слу-
чайную величину ∆ *a  = *

1a  – *
2a  и проверяют, значимо ли ее отличие 

от нуля. Иногда удобнее рассматривать величину *
1a / *

2a , сравнивая ее 
с единицей. 

Отвергая нулевую гипотезу, тем самым принимают альтернатив-
ную, которая распадается на две: *

1a  > *
2a  и *

1a  < *
2a . Если одно из этих 

равенств заведомо невозможно, то альтернативная гипотеза называет-
ся односторонней, и для ее проверки применяют односторонние кри-
терии значимости (в отличие от обычных, двусторонних). При этом 
необходимо рассматривать лишь одну из половин критической облас-
ти (рис. 12).  

Например, р = 0,05 при двустороннем критерии соответствуют 
критические значения Θ0.025 и Θ0.975, т. е. значимыми (неслучайными) 
считаются Θ*, принявшие значения Θ* < Θ0.025 и Θ* > Θ0.975. При одно-
стороннем критерии одно из этих неравенств заведомо невозможно 
(например, Θ* < Θ0.025) и значимыми будут лишь Θ* > Θ0.975. Вероят-
ность последнего неравенства равна 0,025, и, следовательно, уровень 
значимости будет равен 0,025. Таким образом, если при односторон-
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нем критерии значимости использовать те же критические числа, что 
и при двустороннем, этим значениям будет соответствовать вдвое 
меньший уровень значимости. 

Обычно для одностороннего критерия берут тот же уровень зна-
чимости, что и для двустороннего, так как при этих условиях оба кри-
терия обеспечивают одинаковую ошибку первого рода. Для этого од-
носторонний критерий надо выводить из двустороннего, соответ-
ствующего вдвое большему уровню значимости, чем тот, что при-
нят. Чтобы сохранить для одностороннего критерия уровень значи-
мости р = 0,05, для двустороннего необходимо взять р = 0,10, что дает 
критические значения Θ0.05 и Θ0.95. Из них для одностороннего крите-
рия останется какое-нибудь одно, например, Θ0.95. Уровень значимо-
сти для одностороннего критерия равен при этом 0.05. Этому же 
уровню значимости для двустороннего критерия соответствует крити-
ческое значение Θ0.975. Но Θ0.95 < Θ0.975, значит, при одностороннем 
критерии большее число гипотез будет отвергнуто и, следовательно, 
меньше будет ошибка второго рода. 

4.3. Построение доверительного интервала для математического 
ожидания непосредственно измеряемой величины. 

Распределение Стъюдента. 

При отсутствии грубых и систематических ошибок математи-
ческое ожидание случайной величины совпадает с истинным резуль-
татом наблюдений. Легче всего оценить математическое ожидание 
при известной дисперсии генеральной совокупности (выражения 4.6 – 
4.8). Однако значение σ2 нельзя получить из наблюдений, ее можно 
только оценить при помощи выборочной дисперсии s2. Ошибка от 
этой замены будет тем меньше, чем больше объем выборки n. На 
практике эту погрешность не учитывают при n ≤ 50 и в формуле (4.7) 
для доверительного интервала генеральный параметр σ заменяют вы-
борочным стандартом. В дальнейшем примем, что наблюдаемая слу-
чайная величина имеет нормальное распределение. 

При небольших объемах выборок для построения доверительного 
интервала математического ожидания используют распределение 
Стъюдента, или t-распределение. Распределение Стъюдента имеет 
величина t 

 n
s

mxt
x

x−
=  (4.11) 
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с плотностью вероятности 

 ϕ (t) = +∞<<∞−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎟
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⎠
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⎛ +

π
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⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

t
f

t
fГ

fГ

f

f

,1

2

2
1

1 2
1

2
, (4.12) 

где Г(f ) — гамма-функция Эйлера: 

 ∫
∞

−−=
0

1zy)( dyyezГ ; (4.13) 

f — число степеней свободы выборки. Если дисперсия s2 и среднее x  
определяются по одной и той же выборке, то f = n – 1. 

Распределение Стъюдента зависит только от числа степеней сво-
боды f, с которым определена выборочная дисперсия. На рис. 14 при-
ведены графики плотности t-распределения для нескольких чисел 
свободы f и нормальная кривая. 

Рис. 14. Плотность распределения Стъюдента. 

Кривые t-распределения по своей форме напоминают нормальную 
кривую, но при малых f они медленнее сближаются с осью абсцисс 
при ∞→t . При ∞→f  22 σ→s , поэтому распределение Стъюдента 
сближается (в пределе соответствует) с нормальным распределением.  
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Вероятность того, что случайная величина попадет в интервал (tp/2; 
t1-p/2), определяется выражением 
 β=−=≤≤ − ptttP pp 1)( /21/2 . (4.14) 

Распределение Стъюдента симметрично относительно нуля, поэтому 
 /2-1/2 pp tt −= . (4.15) 

Учитывая симметрию t-распределения, часто пользуются обозна-
чением tp(f ), где f — число степеней свободы, р — уровень значимо-
сти, т. е. вероятность того, что t находится за пределами интервала 
(tp/2; t1-p/2). Подставляя в (4.14) выражение для t (4.11) с учетом (4.15), 
получаем неравенство 

 /21/21 p
x

x
p tn

s
mxt −− ≤

−
≤− , (4.16) 

и после преобразований имеем 

 /21/21 p
x

xp
x t

n
sxmt

n
sx −− +≤≤− . (4.17) 

Значения квантилей t1-p/2 для различных чисел степеней свободы f и 
уровней значимости р приведены в приложении 3. Выражение (4.17) 
означает, что интервал с доверительными границами 
 ( ) ( )/21/21 )()( pp txsxtxsx −− +÷−  (4.18) 

накрывает с вероятностью β генеральное среднее измеряемой величи-
ны. Величина доверительного интервала (4.18) определяет надежность 
среднего выборки. Величину 

 случ/21/21)( ε== −− p
x

p t
n

stxs , (4.19) 

т. е. половину доверительного интервала, называют случайной ошиб-
кой. С учетом только случайной ошибки результат измерений некото-
рой величины следует записывать так: 

 /21случ p
x t
n

sxxX −±=ε±= . (4.20) 
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ЛЕКЦИЯ 5 

Оценка случайной и суммарной ошибки косвенных измерений. Оценка 
дисперсии нормально распределенной случайной величины; распределе-
ние Пирсона. Сравнение двух дисперсий, распределение Фишера. 

5.1. Оценка случайной и суммарной ошибки 
косвенных измерений. 

В самом общем виде пример косвенных измерений формулируется 
следующим образом: имеется известная функция нескольких аргу-
ментов 

Z = f (X1, X2, …, Хk), 
причем на опыте непосредственно измеряются случайные величины 
X1, X2, …, Хk. При строгом статистическом анализе случайной ошибки 
Z необходимо найти закон распределения функции по известным за-
конам распределения аргументов, что связано с большими вычисли-
тельными трудностями. Из-за этого строгая оценка ошибки косвенных 
измерений трудно выполнима и практически нецелесообразна. По-
этому используются упрощенные подходы, значительно облегчающие 
расчеты и вместе с тем дающие удовлетворительные для практиче-
ских целей результаты. 

Рассмотрим вначале случай, когда Z является известной функцией 
только одного параметра X: Z = f (X). Введем допущение о том, что в 
небольших интервалах изменения нормально распределенного аргу-
мента функция этого аргумента также подчиняется нормальному за-
кону распределения. Пусть х1, х2, …, хn — результаты n измерений ве-
личины Х. Для каждого из хi можно найти соответствующее значение 
zi, затем вычислить среднее z  и выборочную дисперсию s2(Z) с чис-
лом степеней свободы f = n – 1. Тогда согласно изложенному в преды-
дущем разделе имеем 

 /21/21случ
)()()(ε pp t

n
ZstzsZ −− == . (5.1) 

При учете только случайной ошибки результат измерений функции 
следует записать так: 

 /21случ
)()(ε pt

n
ZszZzZ −±=±= . (5.2) 
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Если f (x) является достаточно сложной функцией и каждый раз 
вычисление величины zi по значению хi трудоемко, то можно опреде-
лить сначала величины x  и s (X), а затем пересчитать их в соответст-
вующие величины z  и s (Z) при помощи приближенных формул: 
 )(xfz = , (5.3) 

 )()( Xs
X
fZs

xX =∂
∂

= . (5.4) 

Для случая, когда Z является извеcтной функцией нескольких ар-
гументов, используем следующие допущения: 

1) Случайные величины X1, X2, …, Хk независимы. 
2) В небольших интервалах изменения аргументов функция Z рас-
пределена нормально. 
3) Выборочная дисперсия величины z  равна соответствующей ге-
неральной 

 )()( 22 zzs σ= . (5.5) 
Оценка случайной ошибки функции проводится в следующем по-

рядке. Находим среднее функции: 
 )...,,,( 21 kxxxfz = , (5.6) 

где kxxx ...,,, 21  — средние по выборкам соответствующих аргумен-
тов. Затем по закону накопления ошибок оцениваем выборочную дис-
персию 

 )()( 2

1

2
2

j

k

j xXj
xs

X
fzs

jj

∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

= . (5.7) 

Тогда величина случайной ошибки функции определяется следующим 
образом: 
 )()( 2/1случ zsUZ p−=ε , (5.8) 

где U1-p/2 — квантиль стандартного нормального распределения (при-
ложение 2), равный 1,96 для уровня значимости р = 0,05. 

При учете только случайной ошибки для доверительной вероятно-
сти β = 0,95 результат измерений функции нескольких аргументов 
следует записать так: 
 )(2)(96.1)()( 2/1случ zszzszzsUzZzZ p ±≈⋅±=±=ε±= − . (5.9) 
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Случайную ошибку косвенных измерений можно оценить также, 
воспользовавшись формулами расчета погрешностей функций при-
ближенных аргументов (лекция 1) для случая, когда погрешности ар-
гументов независимы и случайны: 

 ( )∑∑
==
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∂
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2

случ )(2)(2)( , (5.10) 

при этом в качестве абсолютной погрешности аргументов следует ис-
пользовать удвоенное значение среднеквадратичных отклонений их 
средних 

 )(2 jj xsx =∆ . (5.11) 

В общем случае при представлении результатов измерений следу-
ет учитывать не только случайную, но и систематическую ошибку ме-
тодики или прибора. Предполагая, что эти два типа ошибки взаимоне-
зависимы, суммарная ошибка измерений равна: 
 случсистсумм ε+ε=ε . (5.12) 

Систематические ошибки являются величинами, не зависящими от 
числа измерений, и определяются спецификой используемой аппара-
туры и методом измерений. Так, например, с помощью ртутного тер-
мометра нельзя измерить температуру с точностью, большей 0,01 оС 
(редко 0,005 оС); значение эталонного сопротиления может быть из-
вестно с точностью 0,1% или 0,01%; и т. д. Если и источники, и вели-
чины систематических ошибок определены, то их влияние на оконча-
тельный результат косвенных измерений для функции нескольких ар-
гументов можно оценить как предельную абсолютную погрешность 
по формуле (лекция 1) 

 ∑
=

∆
∂
∂

≈ε=ε
k

j
j

j
x

X
f

1
прсист . (5.13) 

Величина систематической ошибки ограничивает число верных зна-
чащих цифр при представлении результатов эксперимента. С учетом 
систематической ошибки результат любого измерения следует запи-
сывать следующим образом: 

 )( случсистсумм ε+ε±=ε±= zzZ . (5.14) 
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5.2. Оценка дисперсии нормально распределенной 
случайной величины. 

Дисперсию генеральной совокупности σ2 нормальной распреде-
ленной случайной величины можно оценить, если известно распреде-
ление ее оценки — выборочной дисперсии s2. Распределение выбо-
рочной дисперсии можно получить при помощи распределения Пир-
сона или χ2-распределения. 

Пусть имеется выборка n независимых наблюдений х1, х2, …, хn 
над нормально распределенной случайной величиной. Можно пока-
зать, что сумма 

 ∑
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
σ
−

=χ
n

i

i xx

1

2
2  (5.15) 

имеет распределение с f = n – 1 степенями свободы. Плотность χ2 рас-
пределения зависит только от числа степеней свободы f: 

 ϕ (χ2)
( )

( ) ∞≤χ≤χ=
χ

− 222
2-

2
/2 0,

/22
1

2

e
fГ

f

f , (5.16) 

где Г(f ) — гамма-функция. На рис. 15 приведены кривые плотности 
вероятности χ2 распределения при некоторых значениях f. Кривые 
асимметричны, степень асимметрии уменьшается с увеличением f. 

Рис. 15. Плотность χ2-распределения. 

При доверительной вероятности β = 1 – р двусторонняя довери-
тельная оценка для χ2 имеет вид 

 2
/2-1

22
/2 pp χ≤χ≤χ , (5.17) 
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односторонние оценки имеют вид 

 222
1

2 , p-p χ≥χχ≤χ . (5.18) 

Квантили 2
-1 pχ  при различных р и f приведены в приложении 4. 

Поскольку выборочная дисперсия определяется по формуле 
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, 

то с учетом (5.15) имеем: 

 222 / σ=χ sf . (5.19) 

Подставляя (5.19) в (5.17) и решая полученное неравенство относи-
тельно σ2, получим доверительные двусторонние границы для гене-
ральной дисперсии: 

 2
/2-1

222
/2 pp sf χ≤σ≤χ , (5.20) 

 2
/2

2
2

2
/2-1

2

pp

sfsf
χ

≤σ≤
χ

. (5.21) 

Аналогично получаются односторонние доверительные оценки: 

 2
-1

22222 , pp sfsf χ≥σχ≤σ . (5.22) 

С ростом числа степеней свободы асимметрия кривых χ2-распре-
деления уменьшается, соответственно уменьшается и асимметрия до-
верительных границ. Можно показать, что при n ≥ 30 выборочный 
стандарт s распределен приближенно нормально с математическим 
ожиданием ms = σ и среднеквадратичной ошибкой 
 fs 2/σ=σ . (5.23) 

Неизвестный генеральный стандарт в (5.23) при n ≥ 30 заменяют вы-
борочным 
 fss 2/≈σ . (5.24) 

Тогда по уравнению (4.8) (лекция 4) доверительные границы для ге-
нерального стандарта определяются неравенством 
 /21/21 )2/()2/( pp UfssUfss −− +≤σ≤− . (5.25) 
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5.3. Сравнение двух дисперсий. Распределение Фишера. 

При обработке результатов измерений часто бывает необходимым 
сравнить две или несколько выборочных дисперсий. Основная гипо-
теза, которая при этом проверяется, следующая: можно ли считать 
сравниваемые выборочные дисперсии оценками одной и той же гене-
ральной дисперсии? Рассмотрим две выборки 

х1′, х2′, …, '
1nx   и  х1′′, х2′′, …, ''

2nx , 
средние значения которых равны 1x  и 2x . Выборочные дисперсии 
определяются со степенями свободы f1 = n1 – 1 и f2 = n2 – 1: 

 

( ) ( )

2

1
2

2
2

1

1
1

2
1

21

''

;

'

f

xx

s
f

xx

s

n

i
i

n

i
i ∑∑

==

−

=

−

= . (5.26) 

Требуется выяснить, являются ли выборочные дисперсии 2
1s  и 2

2s  зна-
чимо различными или же полученные выборки можно рассматривать 
как взятые из генеральных совокупностей с равными дисперсиями. 
Допустим, что первая выборка была взята из генеральной совокуп-

ности с дисперсией 2
1σ , а вторая — из генеральной совокупности с 

дисперсией 2
2σ . Проверяется нулевая гипотеза о равенстве генераль-

ных дисперсий Н0: 2
1σ  = 2

2σ . Чтобы отвергнуть эту гипотезу, нужно 
доказать значимость различия между 2

1s  и 2
2s  при выбранном уровне 

значимости р. 
В качестве критерия значимости обычно используется критерий 

Фишера. Распределением Фишера (F-распределением, v2-распределе-
нием) называется распределение случайной величины 
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Плотность F-распределения определяется выражением 
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где Г(f ) — гамма-функция. Распределение Фишера зависит только от 
числа степеней свободы f1 и f2. На рис. 16 приведены кривые плотно-
сти вероятности F-распределения для некоторых значений f1 и f2. Кри-
вые имеют асимметричную форму. 

Рис. 16. Плотность F-распределения. 

В приложении 5 приведены квантили F1-p (критерии Фишера) для 
уровня значимости р = 0,05. Для определения квантилей Fр использу-
ется соотношение 

 ( ) ( )12-1
21 ,

1,
ffF

ffF
p

p = . (5.29) 

В условиях нулевой гипотезы 2
1σ  = 2

2σ  и 2
1σ / 2

2σ  = 1 и, следова-
тельно, F-распределение может быть непосредственно использовано 
для оценки отношения 2

1s / 2
2s . При доверительной вероятности (1 – р) 

двусторонняя оценка величины F имеет вид 
 ),(),( 212/1212/ ffFFffF pp −≤≤  (5.30) 

или с учетом (5.29) 

 ),(
),(

1
212/1

122/1
ffFF

ffF p
p

−
−

≤≤ . (5.31) 

В условиях нулевой гипотезы 2
2

2
1 / ssF =  и, следовательно, с веро-

ятностью (1 – р) должно выполняться двустороннее неравенство 
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),(

1
212/12

2

2
1

122/1
ffF

s
s

ffF p
p

−
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≤≤  (5.32) 
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или одно из односторонних неравенств, например, для оценки сверху: 

 ),( 2112
2

2
1 ffF

s
s

p−≤ . (5.33) 

Вероятность неравенств, противоположных (5.32) – (5.33), равна 
уровню значимости р; они образуют критическую область для нуле-
вой гипотезы. Если полученное дисперсионное отношение попадает в 
критическую область, то различие между дисперсиями значимо. Для 
удобства будем обозначать большую дисперсию через 2

1s . 
При проверке нулевой гипотезы 2

1σ  = 2
2σ  односторонний критерий 

применяется, если альтернативной гипотезой является 2
1σ  > 2

2σ , т. е. 
что большей выборочной дисперсии заведомо не может соответство-
вать меньшая генеральная. При этом различие между дисперсиями со-
гласно (5.33) следует считать значимым, если 

 ),( 2112
2

2
1 ffF

s
s

p−> . (5.34) 

Значения F1-p ( f1, f2) для р = 0,05 приведены в приложении 5. 
Двусторонний критерий значимости применяется для альтерна-

тивной гипотезы 2
1σ  ≠ 2

2σ , т. е. когда соотношение между генераль-
ными дисперсиями неизвестно. При этом в неравенстве (5.32) необхо-
димо проверять только правую часть, так как левая часть всегда вы-
полняется по условию 

 12
2

2
1 >

s
s , а 1

),(
1

122/1
<

− ffF p
  

при небольших р. При этом различие между дисперсиями следует 
считать значимым, если  

 ),( 212/12
2

2
1 ffF

s
s

p−> . (5.35) 

Критерий Фишера используется для сравнения дисперсий и в том 
случае, когда одна из дисперсий является генеральной (ее число сте-
пеней свободы считается равным ∞). 
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ЛЕКЦИЯ 6 

Определение дисперсии по текущим измерениям. Сравнение нескольких 
дисперсий; критерии Бартлета, Кохрена. Сравнение двух средних; расчет 
средневзвешенного значения. Проверка однородности результатов изме-
рений. Сравнение выборочного распределения и распределения гене-
ральной совокупности; критерии согласия Пирсона, Колмогорова. 

6.1. Определение дисперсии по текущим измерениям.  
Сравнение нескольких дисперсий. 

Математическое ожидание и дисперсия генеральной совокупности 
оцениваются средним и дисперсией выборки тем точнее, чем больше 
объем выборки. При этом среднее характеризует результат измерений, 
а дисперсия — точность этого результата (дисперсия воспроизводимо-
сти). Если проделано n параллельных опытов (опытов, проведенных 
при неизменном комплексе основных факторов) и получена выборка 
y1, y2, …, yn значений измеряемой величины, то дисперсия воспроиз-
водимости равна 

 

( )

1
1

2

2
воспр. −

−

=
∑

=

n

yy

s

n

u
u

, где 
n

y

y

n

u
u∑

== 1 , (6.1) 

и ошибка опыта (ошибка воспроизводимости) 

 2
воспр.воспр. ss =  (6.2) 

Для оценки точности применяемой методики можно поставить 
специальную серию опытов, многократно повторяя измерение для од-
ного и того же образца. Однако более надежным методом является 
определение ошибки воспроизводимости по текущим измерениям. 
Предположим, что выполняются измерения некоторой физической 
характеристики для k образцов, при этом для каждого образца делает-
ся различное число параллельных опытов: n1, n2, …, nk. Частные дис-
персии для каждой выборки обозначим как 2

1s , 2
2s , …, 2

ks . Числа сте-
пеней свободы частных дисперсий равны: f1 = n1 – 1, f2 = n2 – 1, …, 
fk = nk – 1. Общая дисперсия воспроизводимости всех опытов будет 
равна средневзвешенному значению частных дисперсий (в качестве 
весов берутся степени свободы): 
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Число степеней свободы общей дисперсии равно общему числу 
измерений минус число связей, использованных для определения k 
средних: 

 knknnnf
k

j
jk −=−+++= ∑

=1
21воспр. ... . (6.4) 

Если число опытов для каждого образца одинаково (n1 = n2 = … = 
= nk = n), то 
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т. е. при равном числе параллельных опытов общая дисперсия вос-
производимости равна среднеарифметическому значению частных 
дисперсий. Число степеней свободы равно fвоспр. = k (n - 1). Число сте-
пеней свободы у общей дисперсии воспроизводимости гораздо боль-
ше, чем у каждой дисперсии в отдельности. Поэтому общая дисперсия 
воспроизводимости намного точнее оценивает дисперсию генераль-
ной совокупности.  

При вычислении дисперсии воспроизводимости по текущим изме-
рениям можно объединять между собой только те результаты, кото-
рые можно рассматривать как выборки из генеральных совокупностей 
с равными дисперсиями. 

Итак, при определении оценки дисперсии по текущим измерениям 
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принимается нулевая гипотеза равенства соответствующих генераль-
ных дисперсий. Проверить эту гипотезу для выборок разного объема 
можно по критерию Бартлета. Бартлет показал, что в условиях нуле-
вой гипотезы отношение В/С, где 
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распределено приближенно как χ2 с k – 1 степенями свободы, если все 
fj > 2. Гипотеза равенства генеральных дисперсий принимается, если 
при выбранном уровне значимости р 

 2
1/ pCB −χ≤ . (6.9) 

Различие между выборочными дисперсиями можно считать незначи-
мым, а сами выборочные дисперсии — однородными. Так как всегда 
С > 1, то при 2

1 pB −χ≤  нулевую гипотезу следует принять; если же 
2
1 pB −χ> , то критерий Бартлета вычисляют полностью. 

Если выборочные дисперсии получены по выборкам одинаковых 
объемов (n1 = n2 = … = nk = n), то для их сравнения используют более 
удобный и точный критерий Кохрена. Кохрен исследовал распреде-
ление отношения максимальной выборочной дисперсии к сумме всех 
дисперсий 

 

∑
=

= k

j
js

sG

1

2

2
max  (6.10) 

Распределение случайной величины G зависит только от числа сум-
мируемых дисперсий k и числа степеней свободы f = n – 1, с которым 
определена каждая дисперсия.  

В приложении 6 приведены квантили G1-p для уровня значимости 
р = 0,05. Если найденное по выборочным дисперсиям значение крите-
рия Кохрена окажется меньше табличного 
 ( )fkGG p ,1−< , (6.11) 

то расхождение между дисперсиями следует считать случайным при 
выбранном уровне значимости. Если при этом определяется оценка 
для дисперсии воспроизводимости, то однородные дисперсии можно 
усреднить. 
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6.2. Сравнение двух средних. 
Расчет средневзвешенного значения. 

Для сравнения между собой двух средних, полученных по выбор-
кам из нормально распределенных генеральных совокупностей, при-
меняется критерий Стъюдента. 

Пусть заданы две случайные выборки объемами n1 и n2. Первая 
выборка взята из нормально распределенной совокупности с парамет-
рами mx и σx

2, вторая — из совокупности с параметрами my и σy
2. По 

выборкам получены оценки для этих параметров: x , 2
xs  и y , 2

ys . Тре-
буется проверить нулевую гипотезу: mx = my при условии σx

2 = σy
2 = 

= σ2. Однородность дисперсий 2
xs  и 2

ys  проверяется по критерию Фи-
шера. Рассмотрим случайную величину 
 yxz −= . (6.12) 

По свойству линейности (уравнения 2.37 – 2.38) величина z распреде-
лена нормально с параметрами 
 yxz mmm −= , (6.13) 
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Составим нормированную случайную величину 

 
( ) ( )

( )21 1/1/ nn
mmyxmz yx
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−−−
=

σ
− . (6.15) 

При замене генерального стандарта выборочным получается величи-
на, имеющая распределение Стъюдента: 
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с числом степеней свободы f = n1 + n2 – 2. В качестве выборочного 
стандарта используется ошибка опыта, равная 
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При доверительной вероятности β = 1 – р получаем двустороннюю 
оценку для разности (mx - my) 



 

 53

 ( ) ≤−≤+−− − yxp mmnnstyx 212/1 /1/1  

 ( )212/1 /1/1 nnstyx p ++−≤ −  (6.18) 

или односторонние оценки 
 ( )211 /1/1 nnstyxmm pyx ++−≤− − , (6.19) 

 ( )211 /1/1 nnstyxmm pyx +−−≥− − . (6.20) 

В условиях нулевой гипотезы mx = my и неравенства (6.18) – (6.20) 
дают критерий проверки этой гипотезы. Нулевая гипотеза отвергается 
при двустороннем критерии, если 
 ( )212/1 /1/1 nnstyx p +>− − , (6.21) 

и при одностороннем критерии, если 
 ( )211 /1/1 nnstyx p +>− − . (6.22) 

В том случае если выборочные средние являются оценками одного и 
того же математического ожидания и выборочные дисперсии одно-
родны, то полученные выборки можно объединить в одну серию и 
рассчитать для нее общие среднее и дисперсию. 

Приведенными критериями нельзя пользоваться, если выборочные 
дисперсии неоднородны (т. е. 2

xσ  ≠ 2
yσ ). Для этого случая существует 

несколько приближенных критериев для сравнения двух средних. При 
n1 = n2 = n можно воспользоваться приближенным t-критерием: 

 ( )
22
yx ss

nyxt
+

−
≅  (6.23) 

с числом степеней свободы 22 )1(
1

cc
nf

−−
−

= , где 22
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yx

x

ss
sc
−

= . 

Если число степеней свободы дисперсии 2
xs  равно f1 = n1 – 1, дис-

персии 2
ys  — f2 = n2 – 1, можно использовать другой приближенный 

критерий. Вычислим величину 

 
21

22/1212/11 )()(
ν+ν

ν+ν
= −− ftft

T pp , (6.24) 
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где 1
2

1 / nsx=ν  и 2
2

2 / nsy=ν . Нулевая гипотеза отвергается, если 

Tyx >− . 

Сформулированный критерий является двусторонним, он превраща-
ется в односторонний при замене р/2 на р. 

При сравнении нескольких средних можно использовать t-крите-
рий, проводя сравнение попарно. Если выборочные средние оценива-
ют одно и то же математическое ожидание, то в качестве единствен-
ной наилучшей оценки обычно используется средневзвешенное значе-
ние. Пусть независимым образом получено k оценок ( j = 1, 2,…, k) не-
которой величины Х: 

 jjjp
j

j
j xxft

n
xs

x ∆±=± − )(
)(

2/1 . (6.25) 

Определим вес результата, полученного в каждой серии опытов: 

 21 jj xw ∆= . (6.26) 

Тогда средневзвешенное значение (наилучшая оценка для Х) равно 
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, (6.27) 

а его погрешность определяется формулой 

 ∑
=

=∆
k

j
jwX

1
1 . (6.28) 

6.3. Проверка однородности результатов измерений. 

Грубые измерения являются результатом поломки прибора или 
недосмотра экспериментатора, и результат, содержащий грубую 
ошибку, сильно отличается по величине. На этом основаны статисти-
ческие критерии оценки и исключения грубых измерений. Наличие 
грубой ошибки в выборке нарушает характер распределения случай-
ной величины, изменяет его параметры, т.е. нарушается однородность 
наблюдений. Следовательно, выявление грубых ошибок можно трак-
товать как проверку однородности наблюдений, т. е. проверку гипоте-
зы о том, что все элементы выборки получены из одной и той же ге-
неральной совокупности. 



 

 55

Пусть имеется выборка х1, х2, …, хn значений нормально распреде-
ленной случайной величины Х. Обозначим через хmax (хmin) наиболь-
ший (наименьший) результат измерений. Величины 
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имеют специальное распределение, зависящее только от числа степе-
ней свободы f = n – 2. В приложении 7 приведены значения υ (υ′) для 
р = 0,10; 0,05; 0,025 и 0,01 при числе степеней свободы от 1 до 23. Ве-
личина хmax (хmin) исключается из выборки как грубое измерение (на 
уровне значимости р), если определенное по формулам (6.29) и (6.30) 
значение υ или υ′ окажется больше табличного. 

Если сомнение вызывают два или три элемента выборки, посту-
пают следующим образом. Для всех сомнительных элементов вычис-
ляют υ (υ′), и исследование начинается с элемента, имеющего наи-
меньшее значение υ (υ′). Остальные сомнительные элементы из вы-
борки исключаются. Для этой уменьшенной выборки вычисляют x , s 
и новое значение υ (υ′) для исследуемого элемента. Если исследуемый 
элемент является грубым измерением, еще с большим основанием 
можно считать грубыми ранее исключенные элементы. Если иссле-
дуемый элемент не является грубым измерением, его присоединяют к 
выборке и начинают исследовать следующий по величине υ (υ′) эле-
мент выборки, при этом снова вычисляя новые значения x , s, и т.д. 

6.4. Сравнение выборочного распределения  
и распределения генеральной совокупности.  
Критерии согласия Пирсона и Колмогорова. 

Гипотезу о нормальности изучаемого распределения в математи-
ческой статистике назыают основной гипотезой. Проверку этой гипо-
тезы по выборке проводят при помощи критериев согласия. Критерии 
согласия позволяют определить вероятность того, что при гипотети-
ческом законе распределения наблюдающееся в рассматриваемой вы-
борке отклонение вызывается случайными причинами, а не ошибкой в 
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гипотезе. Если эта вероятность велика, то отклонение от гипотетиче-
ского закона распределения следует признать случайным и считать, 
что гипотеза о предполагаемом законе распределения не опровергает-
ся. Критерий согласия позволяет лишь утверждать, что гипотеза не 
противоречит опытным данным, если вероятность наблюдаемого от-
клонения от гипотетического закона велика. Чаще всего используется 
один из двух критериев согласия: критерий Пирсона (критерий χ2) и 
критерий Колмогорова. 

Критерий согласия Пирсона. Для применения критерия χ2 весь 
диапазон изменения случайной величины в выборке объема n разби-
вается на k интервалов (от 8 до 20). Число элементов выборки, попав-
ших в i-интервал, обозначим через ni. Построенная по этим данным 
гистограмма выборочного распределения служит основанием для вы-
бора типа закона распределения. 

Параметры этого распределения могут быть найдены или из тео-
ретических соображений, или нахождением их оценок по выборке. На 
основании принятого закона распределения вычисляются вероятности 
рi попадания случайной величины Х в i-интервал. Величина, характе-
ризующая отклонение выборочного распределения от предполагаемо-
го, определяется формулой 

 
( )∑

=

−
=χ

k

i i

ii

np
npn

1

2
2 , (6.31) 

где k — число интервалов; n — объем выборки. 
Сумма (6.31) имеет приближенно χ2-распределение с f = (k – c – 1) 

степенями свободы, где с — число параметров гипотетического зако-
на распределения, определяемых по выборке. Для нормального рас-
пределения с = 2, если и x , и s определяются по данной выборке. 

Гипотеза о принятом типе закона распределения принимается на 
выбранном уровне значимости р, если 2

-1
2

pχ≤χ , где 2
-1 pχ  — квантиль 

распределения Пирсона для данного р и числа степеней свободы f 
(приложение 4). В противном случае делается вывод о том, что гипо-
теза не согласуется с выборочным распределением. 

При использовании критерия χ2 желательно, чтобы объем выборки 
был достаточно велик: n ≥ 50 ÷ 150, а количество элементов ni ≥ 5 ÷ 8. 
Вероятности рi для нормального закона распределения можно опреде-
лить по формуле 
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При подсчете теоретических вероятностей рi считается, что крайний 
левый интервал простирается до -∞; крайний правый — до +∞. 

Критерий согласия Колмогорова. Для применения этого критерия 
необходимо определить наибольшее абсолютное отклонение выбо-
рочной функции распределения Fn(x) от генеральной F(x): 
 ( ) ( )xFxFD −= nmax , (6.32) 

затем вычислить величину λ: 
 Dn=λ . (6.33) 

Квантили λ1-р распределения Колмогорова приведены в приложе-
нии 8. Если λ < λ1-р, то гипотеза о совпадении теоретического закона 
распределения F(x) с выборочным Fn(x) не отвергается. При λ ≥ λ1-р 
гипотеза отклоняется (или считается сомнительной). Уровень значи-
мости при применении критерия Колмогорова выбирают обычно рав-
ным 0.2 ÷ 0.3.  

Для нормального распределения F(x) определяется по формуле 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
s

xxФxF
2
1 . 

В случае выборок небольшого объема (n < 20) для проверки гипо-
тезы о законе распределения можно использовать простые критерии, 
основанные на сравнении генеральных параметров распределения и 
их оценок, полученных по выборке. В качестве оцениваемых парамет-
ров удобнее всего брать моменты. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Значения функции Лапласа Ф(х) = xdx
x

∫ −
π

0

2 )2/exp(
2
1 . 

х Ф(х)  х Ф(х)  х Ф(х) 
0.00 0.0000  0.29 0.1141  0.58 0.2190 
0.01 0.0040  0.30 0.1179  0.59 0.2224 
0.02 0.0080  0.31 0.1217  0.60 0.2257 
0.03 0.0120  0.32 0.1255  0.61 0.2291 
0.04 0.0160  0.33 0.1293  0.62 0.2324 
0.05 0.0199  0.34 0.1331  0.63 0.2357 
0.06 0.0239  0.35 0.1368  0.64 0.2389 
0.07 0.0279  0.36 0.1406  0.65 0.2422 
0.08 0.0319  0.37 0.1443  0.66 0.2454 
0.09 0.0359  0.38 0.1480  0.67 0.2486 
0.10 0.0398  0.39 0.1517  0.68 0.2517 
0.11 0.0438  0.40 0.1554  0.69 0.2549 
0.12 0.0478  0.41 0.1591  0.70 0.2580 
0.13 0.0517  0.42 0.1628  0.71 0.2611 
0.14 0.0557  0.43 0.1664  0.72 0.2642 
0.15 0.0596  0.44 0.1700  0.73 0.2673 
0.16 0.0636  0.45 0.1736  0.74 0.2703 
0.17 0.0675  0.46 0.1772  0.75 0.2734 
0.18 0.0714  0.47 0.1808  0.76 0.2764 
0.19 0.0753  0.48 0.1844  0.77 0.2794 
0.20 0.0793  0.49 0.1879  0.78 0.2823 
0.21 0.0832  0.50 0.1915  0.79 0.2852 
0.22 0.0871  0.51 0.1950  0.80 0.2881 
0.23 0.0910  0.52 0.1985  0.81 0.2910 
0.24 0.0948  0.53 0.2019  0.82 0.2939 
0.25 0.0987  0.54 0.2054  0.83 0.2967 
0.26 0.1026  0.55 0.2088  0.84 0.2995 
0.27 0.1064  0.56 0.2123  0.85 0.3023 
0.28 0.1103  0.57 0.2157  0.86 0.3051 
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Продолжение приложения 1 

х Ф(х)  х Ф(х)  х Ф(х) 
0.87 0.3078  1.22 0.3883  1.57 0.4418 
0.88 0.3106  1.23 0.3907  1.58 0.4429 
0.89 0.3133  1.24 0.3925  1.59 0.4441 
0.90 0.3159  1.25 0.3944  1.60 0.4452 
0.91 0.3186  1.26 0.3962  1.61 0.4463 
0.92 0.3212  1.27 0.3980  1.62 0.4474 
0.93 0.3238  1.28 0.3997  1.63 0.4484 
0.94 0.3264  1.29 0.4015  1.64 0.4495 
0.95 0.3289  1.30 0.4032  1.65 0.4505 
0.96 0.3315  1.31 0.4049  1.66 0.4515 
0.97 0.3340  1.32 0.4066  1.67 0.4525 
0.98 0.3365  1.33 0.4082  1.68 0.4535 
0.99 0.3389  1.34 0.4099  1.69 0.4545 
1.00 0.3413  1.35 0.4115  1.70 0.4554 
1.01 0.3438  1.36 0.4131  1.71 0.4564 
1.02 0.3461  1.37 0.4147  1.72 0.4573 
1.03 0.3485  1.38 0.4162  1.73 0.4582 
1.04 0.3508  1.39 0.4177  1.74 0.4591 
1.05 0.3531  1.40 0.4192  1.75 0.4599 
1.06 0.3554  1.41 0.4207  1.76 0.4608 
1.07 0.3577  1.42 0.4222  1.77 0.4616 
1.08 0.3599  1.43 0.4236  1.78 0.4625 
1.09 0.3621  1.44 0.4251  1.79 0.4633 
1.10 0.3643  1.45 0.4265  1.80 0.4641 
1.11 0.3665  1.46 0.4279  1.81 0.4649 
1.12 0.3686  1.47 0.4292  1.82 0.4546 
1.13 0.3708  1.48 0.4306  1.83 0.4664 
1.14 0.3729  1.49 0.4319  1.84 0.4671 
1.15 0.3749  1.50 0.4332  1.85 0.4678 
1.16 0.3770  1.51 0.4345  1.86 0.4686 
1.17 0.3790  1.52 0.4357  1.87 0.4693 
1.18 0.3810  1.53 0.4370  1.88 0.4699 
1.19 0.3830  1.54 0.4382  1.89 0.4706 
1.20 0.3849  1.55 0.4394  1.90 0.4713 
1.21 0.3869  1.56 0.4406  1.91 0.4719 
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Продолжение приложения 1 

х Ф(х)  х Ф(х)  х Ф(х) 
1.92 0.4726  2.28 0.4887  2.72 0.4967 
1.93 0.4732  2.30 0.4893  2.74 0.4969 
1.94 0.4738  2.32 0.4898  2.76 0.4971 
1.95 0.4744  2.34 0.4904  2.78 0.4973 
1.96 0.4750  2.36 0.4909  2.80 0.4974 
1.97 0.4756  2.38 0.4913  2.82 0.4976 
1.98 0.4761  2.40 0.4918  2.84 0.4977 
1.99 0.4767  2.42 0.4922  2.86 0.4979 
2.00 0.4772  2.44 0.4927  2.88 0.4980 
2.02 0.4783  2.46 0.4931  2.90 0.4981 
2.04 0.4793  2.48 0.4934  2.92 0.4982 
2.06 0.4803  2.50 0.4938  2.94 0.4984 
2.08 0.4812  2.52 0.4941  2.96 0.49846 
2.10 0.4821  2.54 0.4945  2.98 0.49856 
2.12 0.4830  2.56 0.4948  3.00 0.49865 
2.14 0.4838  2.58 0.4951  3.20 0.49931 
2.16 0.4846  2.60 0.4953  3.40 0.49966 
2.18 0.4854  2.62 0.4956  3.60 0.49984 
2.20 0.4861  2.64 0.4959  3.80 0.499928
2.22 0.4868  2.66 0.4961  4.00 0.499968
2.24 0.4875  2.68 0.4963  5.00 0.499997
2.26 0.4881  2.70 0.4965    

Приложение 2 
Квантили нормального распределения. 

p 2/1 p−  2/1 pU −   p 2/1 p−  2/1 pU −  

0.80 0.60 0.25  0.05 0.975 1.96 
0.50 0.75 0.67  0.04 0.980 2.05 
0.40 0.80 0.84  0.02 0.990 2.33 
0.30 0.85 1.04  0.01 0.995 2.58 
0.25 0.875 1.15  0.005 0.9975 2.81 
0.20 0.90 1.28  0.002 0.999 3.09 
0.15 0.925 1.44  0.001 0.9995 3.29 
0.10 0.95 1.64  0.0001 0.99995 3.89 
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Приложение 3 
Квантили распределения Стъюдента ))((2/1 ftt pp− . 

Уровни значимости р Число  
степеней  
свободы f 

 
0.20 

 
0.10 

 
0.05 

 
0.02 

 
0.01 

 
0.005 

 
0.001 

1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 127.32 636.32
2 1.89 2.92 4.30 6.97 9.93 14.09 31.60 
3 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84 7.45 12.94 
4 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60 5.60 8.61 
5 1.48 2.02 2.57 3.37 4.03 4.77 6.86 
6 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71 4.32 5.96 
7 1.42 1.90 2.37 3.00 3.50 4.03 5.41 
8 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36 3.83 5.04 
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 3.69 4.78 
10 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17 3.58 4.59 
11 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 3.50 4.44 
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06 3.43 4.32 
13 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01 3.37 4.22 
14 1.34 1.76 2.15 2.62 2.98 3.33 4.14 
15 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.29 4.07 
16 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92 3.25 4.02 
17 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90 3.22 3.97 
18 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88 3.20 3.92 
19 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86 3.17 3.88 
20 1.33 1.73 2.09 2.53 2.85 3.15 3.85 
22 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82 3.12 3.79 
24 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80 3.09 3.75 
26 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78 3.07 3.71 
28 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76 3.05 3.67 
30 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75 3.03 3.65 
40 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70 2.97 3.55 
60 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66 2.91 3.46 

120 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62 2.86 3.37 
∞ 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58 2.81 3.29 
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Приложение 4 

Квантили распределения Пирсона 2
1 p−χ . 

Уровни значимости р Число  
степеней 
свободы f 0.99 0.98 0.95 0.90 0.80 0.70 0.50 0.30

1 0.00016 0.0006 0.0039 0.016 0.064 0.148 0.455 1.07
2 0.020 0.040 0.103 0.211 0.446 0.713 1.386 2.41
3 0.115 0.185 0.352 0.584 1.005 1.424 2.336 3.66
4 0.30 0.43 0.71 1.06 1.65 2.19 3.36 4.9 
5 0.55 0.75 1.14 1.61 2.34 3.00 4.35 6.1 
6 0.87 1.13 1.63 2.2 3.07 3.83 5.35 7.2 
7 1.24 1.56 2.17 2.83 3.82 4.67 6.35 8.4 
8 1.65 2.03 2.73 3.49 4.59 5.53 7.34 9.5 
9 2.09 2.53 3.32 4.17 5.38 6.39 8.34 10.7

10 2.56 3.06 3.94 4.86 6.18 7.27 9.34 11.8
11 3.1 3.6 4.6 5.6 7.0 8.1 10.3 12.9
12 3.6 4.2 5.2 6.3 7.8 9.0 11.3 14.0
13 4.1 4.8 5.9 7.0 8.6 9.9 12.3 15.1
14 4.7 5.4 6.6 7.8 9.5 10.8 13.3 16.2
15 5.2 6.0 7.3 8.5 10.3 11.7 14.3 17.3
16 5.8 6.6 8.0 9.3 11.2 12.6 15.3 18.4
17 6.4 7.3 8.7 10.1 12.0 13.5 16.3 19.5
18 7.0 7.9 9.4 10.9 12.9 14.4 17.3 20.6
19 7.6 8.6 10.1 11.7 13.7 15.4 18.3 21.7
20 8.3 9.2 10.9 12.4 14.6 16.3 19.3 22.8
21 8.9 9.9 11.6 13.2 15.4 17.2 20.3 23.9
22 9.5 10.6 12.3 14.0 16.3 18.1 21.3 24.9
23 10.2 11.3 13.1 14.8 17.2 19.0 22.3 26.0
24 10.9 12.0 13.8 15.7 18.1 19.9 23.3 27.1
25 11.5 12.7 14.6 16.5 18.9 20.9 24.3 28.2
26 12.2 13.4 15.4 17.3 19.8 21.8 25.3 29.3
27 12.9 14.1 16.2 18.1 20.7 22.7 26.3 30.3
28 13.6 14.8 16.9 18.9 21.6 23.6 27.3 31.4
29 14.3 15.6 17.7 19.8 22.4 24.6 28.3 32.5
30 15.0 16.3 18.5 20.6 23.4 25.5 29.3 33.5
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Продолжение приложения 4 

Уровни значимости р Число  
степеней 
свободы f 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.002 0.001

1 1.64 2.7 3.8 5.4 6.6 7.9 9.5 10.8
2 3.22 4.6 6 7.8 9.2 10.6 12.4 13.8
3 4.64 6.3 7.8 9.8 11.3 12.8 14.8 16.3
4 6.0 7.8 9.5 11.7 13.3 14.9 16.9 18.5
5 7.3 9.2 11.1 13.4 15.1 16.3 18.9 20.5
6 8.6 10.6 12.6 15.0 16.8 18.6 20.7 22.5
7 9.8 12.0 14.1 16.6 18.5 20.3 22.6 24.3
8 11.0 13.4 15.5 18.2 20.1 21.9 24.3 26.1
9 12.2 14.7 16.9 19.7 21.7 23.6 26.1 27.9

10 13.4 16.0 18.3 21.2 23.2 25.2 27.7 29.6
11 14.6 17.3 19.7 22.6 24.7 26.8 29.4 31.3
12 15.8 18.5 21.0 24.1 26.2 28.3 31 32.9
13 17.0 19.8 22.4 25.5 27.7 29.8 32.5 34.5
14 18.2 21.1 23.7 26.9 29.1 31.3 34 36.1
15 19.3 22.3 25.0 28.3 30.6 32.8 35.5 37.7
16 20.5 23.5 26.3 29.6 32.0 34.3 37 39.2
17 21.6 24.8 27.6 31.0 33.4 35.7 38.5 40.8
18 22.8 26.0 28.9 32.3 34.8 37.2 40 42.3
19 23.9 27.2 30.1 33.7 36.2 38.6 41.5 43.8
20 25.0 28.4 31.4 35.0 37.6 40.0 43 45.3
21 26.2 29.6 32.7 36.3 38.9 41.4 44.5 46.8
22 27.3 30.8 33.9 37.7 40.3 42.8 46 48.3
23 28.4 32.0 35.2 39.0 41.6 44.2 47.5 49.7
24 29.6 33.2 36.4 40.3 43.0 45.6 48.5 51.2
25 30.7 34.4 37.7 41.6 44.3 46.9 50 52.6
26 31.8 35.6 38.9 42.9 45.6 48.3 61.5 54.1
27 32.9 36.7 40.1 44.1 47.0 49.6 53 55.5
28 34.0 37.9 41.3 45.4 48.3 51.0 54.5 56.9
29 35.1 39.1 42.6 46.7 49.6 52.3 56 58.3
30 36.3 40.3 43.8 48.0 50.9 53.7 57.5 59.7
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Приложение 5 
Квантили распределения Фишера pF −1  для р = 0.05. 

f1 f2 

1 2 3 4 5 6 12 24 ∞ 
1 164.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 244.9 249 254.3
2 18.5 19.2 19.2 19.3 19.3 19.3 19.4 19.5 19.5 
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.7 8.6 8.5 
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 5.9 5.8 5.6 
5 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.7 4.5 4.4 
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.0 3.8 3.7 
7 5.6 4.7 4.4 4.1 4.0 3.9 3.6 3.4 3.2 
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.3 3.1 2.9 
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.1 2.9 2.7 
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 2.9 2.7 2.5 
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 2.8 2.6 2.4 
12 4.8 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.7 2.5 2.3 
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.6 2.4 2.2 
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.9 2.5 2.3 2.1 
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.5 2.3 2.1 
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.4 2.2 2.0 
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.4 2.2 2.0 
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.3 2.1 1.9 
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.3 2.1 1.8 
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.3 2.1 1.8 
22 4.3 3.4 3.1 2.8 2.7 2.6 2.2 2.0 1.8 
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.2 2.0 1.7 
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.4 2.1 1.9 1.7 
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 2.4 2.1 1.9 1.6 
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 2.4 2.1 1.9 1.6 
40 4.1 3.2 2.9 2.6 2.5 2.3 2.0 1.8 1.5 
60 4.0 3.2 2.8 2.5 2.4 2.3 1.9 1.7 1.4 

120 3.9 3.1 2.7 2.5 2.3 2.2 1.8 1.6 1.3 
∞ 3.8 3.0 2.6 2.4 2.2 2.1 1.8 1.5 1.0 
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Приложение 6 
Квантили распределения Кохрена pG −1

* для р = 0.05. 

f k 

1 2 3 4 5 6 8 10 16 36 ∞ 
2 9985 9750 9392 9057 8772 8534 8159 7880 7341 6602 5000 
3 9669 8709 7977 7454 7071 6771 6333 6025 5466 4748 3333 
4 9065 7679 6841 6287 5895 5598 5175 4884 4366 3720 2500 
5 8412 6838 5981 5441 5065 4783 4387 4118 3645 3066 2000 
6 7808 6161 5321 4803 4447 4184 3817 3568 3135 2612 1667 
7 7271 5612 4800 4307 3974 3726 3384 3154 2756 2278 1429 
8 6798 5157 4377 3910 3595 3362 3043 2829 2462 2022 1250 
9 6385 4775 4027 3584 3286 3067 2768 2568 2226 1820 1111 
10 6020 4450 3733 3311 3029 2823 2541 2353 2032 1655 1000 
12 5410 3924 3264 2880 2624 2439 2187 2020 1737 1403 0833 
15 4709 3346 2758 2419 2195 2034 1815 1671 1429 1144 0667 
20 3894 2705 2205 1921 1735 1602 1422 1303 1108 0879 0500 
24 3434 2354 1907 1656 1493 1374 1216 1113 0942 0743 0417 
30 2929 1980 1593 1377 1237 1137 1001 0921 0771 0604 0333 
40 2370 1576 1259 1082 0968 0887 0780 0713 0595 0462 0250 
60 1737 1131 0895 0765 0682 0623 0552 0497 0411 0316 0167 

120 0998 0632 0495 0419 0371 0337 0292 0266 0218 0165 0083 
∞ 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 

* Все квантили G1-p меньше единицы, поэтому в таблице приведены лишь де-
сятичные знаки, следующие после запятой, перед которой при пользовании таб-
лицей нужно ставить ноль целых. Например, при n = 6, f = 3 имеем G0.95 = 0.5321. 
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Приложение 7 
Значения υ (υ′) для различных уровней значимости. 

Уровни  
значимости р 

Уровни  
значимости р 

Число 
степеней 
свободы f 0.10 0.05 0.01 

Число 
степеней 
свободы f 0.10 0.05 0.01 

1 1.406 1.412 1.414 12 2.297 2.461 2.759
2 1.645 1.689 1.723 13 2.326 2.493 2.800
3 1.791 1.869 1.955 14 2.354 2.523 2.837
4 1.894 1.996 2.130 15 2.380 2.551 2.871
5 1.974 2.093 2.265 16 2.404 2.577 2.903
6 2.041 2.172 2.374 17 2.426 2.600 2.932
7 2.097 2.237 2.464 18 2.447 2.623 2.959
8 2.146 2.294 2.540 19 2.467 2.644 2.984
9 2.190 2.343 2.606 20 2.486 2.664 3.008

10 2.229 2.387 2.663 21 2.504 2.683 3.030
11 2.264 2.426 2.714 22 2.520 2.701 3.051

Приложение 8 
Квантили распределения Колмогорова. 

p λ1-р  p λ1-р  p λ1-р 

0.99 0.44  0.50 0.83  0.15 1.14 
0.90 0.57  0.40 0.89  0.10 1.22 
0.80 0.64  0.30 0.97  0.05 1.36 
0.70 0.71  0.25 1.02  0.02 1.52 
0.60 0.77  0.20 1.07  0.01 1.63 
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ЛЕКЦИЯ 7 

Системы случайных величин. Функция и плотность распределения сис-
темы двух случайных величин. Условные законы распределения. Сто-
хастическая связь. Ковариация. Коэффициент корреляции, его свойства. 
Линии регрессии. Выборочный коэффициент корреляции; проверка ги-
потезы об отсутствии корреляции. Приближенная регрессия; метод наи-
меньших квадратов. 

7.1. Системы случайных величин. Функция и плотность 
распределения системы двух случайных величин. 

Условные законы распределения 

На практике чаще всего приходится иметь дело с экспериментами, 
результатом которых является не одна случайная величина, а две и 
более, образующие систему. Свойства системы случайных величин не 
ограничиваются свойствами величин, в нее входящих; они определя-
ются также взаимосвязью (зависимостями) этих случайных величин. 
Информация о каждой случайной величине, входящей в систему, со-
держится в ее законе распределения. 

Рассмотрим систему из двух случайных величин Х и Y. Функцией 
распределения такой системы называется вероятность совместного 
выполнения двух неравенств 
 ( ) ( )yYxXPyxF <<= ,, . (7.1) 
Плотность распределения системы f (x, y) определяется как вторая 
смешанная производная F(x, y) 

 ( ) ( )
yx
yxFyxf

∂∂
∂

=
,,

2
. (7.2) 

Вероятность попадания точки (Х, Y) в произвольную область D равна 

 ( )[ ] ( )
( )
∫∫=⊂

D

yxyxfDYXP dd,, . (7.3) 

Свойства плотности распределения: 
1) она является неубывающей функцией: 

 ( ) 0, ≥yxf ; (7.4) 
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2) вероятность попадания случайной точки на всю координатную 
плоскость равна вероятности достоверного события: 

 ( ) 1, =∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ydxdyxf ; (7.5) 

3) функция распределения выражается через плотность распреде-
ления как 

 ( ) ( )∫ ∫
∞− ∞−

=
x y

ydxdyxfyxF ,, ; (7.6) 

4) плотность распределения каждой из случайных величин можно 
получить следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞−

+∞

∞−

=∞=
x

ydxdyxfxFxF ,,1 , (7.7) 

 ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

== ydyxf
xd
xdFxf ,1

1 , (7.8) 

 ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

== xdyxf
yd
ydFyf ,2

2 . (7.9) 

Чтобы полностью охарактеризовать систему (т. е. получить ее за-
кон распределения), кроме распределения каждой величины, входя-
щей в систему, необходимо знать и связь между этими величинами. 
Эта зависимость характеризуется с помощью условных законов рас-
пределения. 

Условным законом распределения величины Y, входящей в систе-
му (X, Y), называется ее закон распределения при условии, что другая 
случайная величина Х приняла определенное значение х. Условная 
функция распределения обозначается F(y/x), плотность распределе-
ния — f (y/x). Для условных плотностей распределений справедлива 
теорема умножения законов распределения: 
 ( ) ( ) ( )xyfxfyxf /, 1= , (7.10) 

 ( ) ( ) ( )yxfyfyxf /, 2= . (7.11) 
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Тогда 

 ( ) ( )
( )

( )

( )∫
∞

∞−

==

ydyxf

yxf
xf
yxfxyf

,

,,/
1

, (7.12) 

 ( ) ( )
( )

( )

( )∫
∞

∞−

==

xdyxf

yxf
yf
yxfyxf

,

,,/
2

. (7.13) 

7.2. Стохастическая связь. Ковариация. 
Коэффициент корреляции. Регрессия 

Стохастической связью между случайными величинами называ-
ется такая связь, при которой с изменением одной величины меняется 
распределение другой. Функциональной зависимостью называется та-
кая связь между случайными величинами, при которой при известном 
значении одной из величин можно точно указать значение другой. 

В отличие от функциональной связи при стохастической связи с 
изменением величины Х величина Y имеет лишь тенденцию изменять-
ся. По мере увеличения тесноты стохастической зависимости она все 
более приближается к функциональной, а в пределе ей соответствует. 
Крайняя противоположность функциональной связи — полная неза-
висимость случайных величин. 

Если случайные величины независимы, то согласно теореме умно-
жения (7.10–7.11) получаем 
 ( ) ( )yfxyf 2/ =  и ( ) ( )xfyxf 1/ = , (7.14) 

 ( ) ( ) ( )yfxfyxf 21, = . (7.15) 

Условие (7.15) можно использовать в качестве необходимого и доста-
точного критерия независимости двух случайных величин, если из-
вестны плотности распределения системы и случайных величин, в нее 
входящих. 

При неизвестном законе распределения системы для оценки тес-
ноты стохастической связи чаще всего используется коэффициент 
корреляции. Дисперсия суммы двух случайных величин X и Y равна 

 { } ( )[ ]{ } ( ) ( )[ ]{ }=−+−=+−+=+ 22 YMYXMXMYXMYXMYXD  
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 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ } ( )[ ] =−+−−+−= 22 2 YMYMYMYXMXMXMXM  

 ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } ( )YDYMYXMXMXD +−−+= 2 . (7.16) 
Если X и Y независимы, то 

( ) ( ) ( )YDXDYXD +=+ . 
Тогда зависимость между X и Y существует, если 
 [ ][ ]( ) 0≠−− yx mYmXM . (7.17) 

Величина (7.17) называется корреляционным моментом, или ковариа-
цией cov{XY}, (covxy) случайных величин. Она характеризует не толь-
ко зависимость величин, но и их рассеяние.  

Из (7.17) следует, что если одна из величин мало отклоняется от 
своего математического ожидания, то ковариация будет мала даже 
при тесной стохастической связи. Чтобы избежать этого, для характе-
ристики связи используют безразмерную величину, называемую ко-
эффициентом корреляции: 

 
[ ][ ]( )

yx

yx

yx

xy
xy

mYmXM
r

σσ

−−
=

σσ
=

cov
, (7.18) 

где σx и σy — стандартные отклонения X и Y.  
Случайные величины, для которых ковариация (значит, и коэффи-

циент корреляции) равна нулю, называются некоррелированными. Ра-
венство нулю коэффициента корреляции не всегда означает, что слу-
чайные величины X и Y независимы: связь может проявляться в мо-
ментах более высокого порядка (по сравнению с математическим 
ожиданием). Только в случае нормального распределения при rxy = 0 
связь между случайными величинами однозначно отсутствует. 

Плотность нормального распределения системы двух случайных 
величин выражается следующей формулой: 

 ( ) ×
−σσπ

=
212

1,
r

yxf
yx

, 

 ( ) ( )( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

−
+

σσ

−−
−

σ
−

−
−× 2

2

2

2

2

2

)1(2
1exp

y

y

yx

yx

x

x mymymxrmx
r

, (7.19) 

где r — коэффициент корреляции. Если X и Y некоррелированы (т. е. 
r = 0), то из (7.19) следует, что 



 7

 ( ) ( ) ( )
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

−
+

σ
−

−
σσπ

= 2

2

2

2

2
1exp

2
1,

y

y

x

x

yx

mymxyxf  

 ( ) ( )
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

−
−

σπ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
−

−
σπ

= 2

2

2

2

2
exp

2
1

2
exp

2
1

y

y

yx

x

x

mymx  

 ( ) ( )yfxf 21= , (7.20) 
т. е. нормально распределенные случайные величины X и Y не только 
некоррелированы, но и независимы. 

Отметим следующие свойства коэффициента корреляции: 
1) величина rxy не меняется от прибавления к X и Y неслучайных 

слагаемых; 
2) величина rxy не меняется от умножения X и Y на положитель-

ные числа; 
3) если одну из величин, не меняя другой, умножить на –1, то на   

–1 умножится и коэффициент корреляции. 
Тогда, если от исходных величин перейти к нормированным 

 
x

xmXX
σ
−

=0 , 
y

ymY
Y

σ

−
=0 , 

величина rxy не изменится: xyyx rr =
oo

. Из (7.16) и (7.18) следует, что 

 )()(2)()()( 22222 YXrYXYX xy σσ+σ+σ=+σ . (7.21) 

Для нормированных величин σ2(X0) = σ2(Y0) = 1, тогда  

 xyrYX 22)( 00
2 +=+σ . (7.22) 

Аналогично в случае разности (X – Y) можно получить, что 

 xyrYX 22)( 00
2 −=−σ . (7.23) 

По определению дисперсии 
σ2(X0 + Y0) ≥ 0 и σ2(X0 - Y0) ≥ 0, 

следовательно 
 022 ≥+ xyr , 022 ≥− xyr , 

 1−≥xyr , 1≤xyr , 

 11 ≤≤− xyr . (7.24) 
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При rxy = ±1 имеем линейные функциональные зависимости вида 
 xbby 10 += , 
при этом если rxy = 1, то b1 > 0; если rxy = –1, то b1 < 0. 

Если мeжду величинами X и Y имеется произвольная стохастиче-
ская связь, то –1 < rxy < 1. При rxy > 0 говорят о положительной корре-
ляционной связи между X и Y, при rxy < 0 — об отрицательной. Следу-
ет учитывать, что коэффициент корреляции характеризует не любую 
зависимость, а только линейную. 

Для нормально распределенной системы двух случайных величин 
можно доказать, что 

 ( ) ( )
( ) ==
xf
yxfxyf

1

,/  

 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
−

−
σ

−

−
−

π−σ
=

2

22 )1(2
1exp

21
1

x

x

y

y

y

mxr
my

rr
 

 ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

σ

σ
−−

σ−
−

π−σ
=

2

222 )1(2
1exp

21
1

x
x

y
y

yy

mxrmy
rr

. (7.25) 

Условная плотность распределения величины Y соответствует плотно-
сти нормального распределения с математическим ожиданием 

 ( )x
x

y
yxy mxrmm −

σ

σ
+=/  (7.26) 

и среднеквадратичным отклонением 

 2
/ 1 ryxy −σ=σ . (7.27) 

Величина my/x называется условным математическим ожиданием ве-
личины Y при данном Х. Линейная зависимость (7.26) — регрессией Y 
на X. По аналогии прямая 

 ( )y
y

x
xyx myrmm −

σ
σ

+=/  (7.28) 

есть регрессия X на Y.  
Линии регрессии совпадают только при наличии линейной функ-

циональной зависимости. Из (7.26) и (7.28) видно, что для независи-
мых X и Y линии регрессии параллельны координатным осям. 
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7.3. Выборочный коэффициент корреляции.  
Проверка гипотезы об отсутствии корреляции 

При обработке результатов большинства физико-химических из-
мерений возникает задача описания зависимости между исследуемы-
ми случайными величинами. Для экспериментального изучения зави-
симости между двумя случайными величинами Х и Y проводят n неза-
висимых опытов, при этом в каждом из них получают пару значений 
(xi, yi), i = 1, 2, …, n. О наличии или отсутствии корреляции между Х и 
Y можно качественно судить по виду поля корреляции, нанеся точки 
(xi, yi) на координатную плоскость. 

Для количественной оценки тесноты связи служит выборочный ко-
эффициент корреляции. Как было установлено ранее, состоятельными 
и несмещенными оценками для математических ожиданий mx и my 
служат выборочные средние x  и y , а генеральных дисперсий 2

xσ  и 
2
yσ  — выборочные дисперсии 2

xs  и 2
ys . Можно доказать, что состоя-

тельной и несмещенной оценкой генеральной ковариации covxy слу-
жит выборочная ковариация 

 ( ) ( )∑
=

−−
−

=
n

i
iixy yyxx

n
1

*

1
1cov . (7.29) 

Пользуясь этой оценкой, рассчитывают выборочный коэффициент 
корреляции 

 

( ) ( )

yx

n

i
ii

xy ssn

yyxx

r
)1(

1*

−

−−

=
∑
= , (7.30) 

который является состоятельной оценкой коэффициента корреляции 
генеральной совокупности со смещением, равным nrr 2/)1( 2− . Вели-
чина смещения убывает с увеличением числа опытов и при n > 50 со-
ставляет менее 1 %. Выборочный коэффициент корреляции обладает 
теми же свойствами, что и rxy, и по абсолютной величине также не 
больше единицы: 

 11 *
xy ≤≤− r . (7.31) 

Величина выборочного коэффициента корреляции определяет ме-
ру криволинейности связи между X и Y. Поэтому возможны случаи, 
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когда при коэффициенте корреляции, значительно меньшем единицы, 
связь между X и Y оказывается близкой к функциональной, хотя и су-
щественно нелинейной. 

В случае, если полученное значение r* близко к нулю, необходимо 
провести проверку гипотезы об отсутствии корреляции между слу-
чайными величинами. Требуется определить, значимо ли отличается 
r* от нуля. Если число опытов n достаточно велико (более 20), то в ус-
ловиях нулевой гипотезы (Н0: r = 0) можно использовать нормальное 
распределение со стандартом 

 nrr /)*1( 2
* −≈σ . (7.32) 

Тогда при β = 0,95 генеральный коэффициент корреляции находится в 
следующих доверительных границах: 

 
n

rrr
n

rr )*1(96.1*)*1(96.1*
22 −⋅

+≤≤
−⋅

− . (7.33) 

С вероятностью 0,95 можно ожидать, что существует корреляция ме-
жду случайными величинами, если 0 не содержится внутри довери-
тельного интервала. 

На практике, особенно при числе опытов n < 20, часто приходится 
решать вопрос о том, насколько хорошо полученные эксперименталь-
ные точки подтверждают линейную связь между величинами X и Y. 
Ответить на этот вопрос можно следующим образом. Предположим, 
что две переменные X и Y действительно некоррелированы, т. е. при 
проведении бесконечно большого числа измерений выборочный ко-
эффициент корреляции для них был бы равен нулю. При конечном 
числе измерений, однако, маловероятно, чтобы величина r* была точ-
но равна нулю из-за воздействия случайных факторов. 

Обозначим через 
( )** 1rrPn ≥  

вероятность того, что n измерений двух некоррелированных перемен-
ных X и Y приведут к значению r* (по модулю), не меньшему некото-
рого частного значения r1*. Результаты расчетов вероятностей Pn для 
выборок различного объема n и чисел r1* представлены в табл. 1. Для 
ответа на вопрос о том, насколько хорошо n пар полученных значений 
(xi, yi) подтверждают линейную связь между исследуемыми величина-
ми, вначале по измеренным точкам вычисляют выборочный коэффи-
циент корреляции r1*. Далее по табл. 1 находят вероятность Pn того, 
что n некоррелированных  точек  приведут  к  значению  коэффициента 
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 Таблица 1 
Вероятность Pn того, что n измерений двух некоррелированных 

переменных дадут коэффициент корреляции |r*| ≥ r1* 
(прочерками отмечены значения, меньшие 0,01) 

r1* 
n 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
3 0.94 0.87 0.81 0.74 0.67 0.59 0.51 0.41 0.29 
4 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 
5 0.87 0.75 0.62 0.50 0.39 0.28 0.19 0.10 0.04 
6 0.85 0.70 0.56 0.43 0.31 0.21 0.12 0.06 0.01 
7 0.83 0.67 0.51 0.37 0.25 0.15 0.08 0.03 — 
8 0.81 0.63 0.47 0.33 0.21 0.12 0.05 0.02 — 
9 0.80 0.61 0.43 0.29 0.17 0.09 0.04 0.01 — 
10 0.78 0.58 0.40 0.25 0.14 0.07 0.02 0.01 — 
11 0.77 0.56 0.37 0.22 0.12 0.05 0.02 — — 
12 0.76 0.53 0.34 0.20 0.10 0.04 0.01 — — 
13 0.75 0.51 0.32 0.18 0.08 0.03 0.01 — — 
14 0.73 0.49 0.30 0.16 0.07 0.02 0.01 — — 
15 0.72 0.47 0.28 0.14 0.06 0.02 — — — 
16 0.71 0.46 0.26 0.12 0.05 0.01 — — — 
17 0.70 0.44 0.21 0.11 0.04 0.01 — — — 
18 0.69 0.43 0.23 0.10 0.04 0.01 — — — 
19 0.68 0.41 0.21 0.09 0.03 0.01 — — — 
20 0.67 0.40 0.20 0.08 0.03 0.01 — — — 
25 0.63 0.34 0.15 0.05 0.01 — — — — 
30 0.60 0.29 0.11 0.03 0.01 — — — — 
35 0.57 0.25 0.08 0.02 — — — — — 
40 0.54 0.22 0.06 0.01 — — — — — 
50 0.49 0.16 0.03 — — — — — — 
60 0.45 0.13 0.02 — — — — — — 
80 0.38 0.08 0.01 — — — — — — 
100 0.32 0.05 — — — — — — — 

корреляции, не меньшего r1*. Если Pn ≤ 0,05 (для «высокозначимых» 
корреляций Pn ≤ 0,01), то гипотеза о линейной зависимости между ве-
личинами X и Y принимается (при выбранном уровне значимости 0,05 
или 0,01 соответственно). 

Например, по выборке из 5 пар значений (xi, yi) получено r1* = 0,9. 
Вероятность получения коэффициента r* такого, что |r*| ≥ 0,9, для 5 
некоррелированных точек равна Pn = 0,04 (табл. 1). Следовательно, 
гипотеза о линейной связи двух исследуемых величин может быть 
принята с уровнем значимости 0,05. 
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7.4. Приближенная регрессия. 
Метод наименьших квадратов 

При исследовании корреляционной зависимости между двумя 
случайными величинами необходимо по данной выборке объемом n 
найти уравнение приближенной регрессии, чаще всего в виде следую-
щего полинома: 

 ∑
=

∧
+=++++=

k

j

j
j xbbxbxbxbbxy

1
0

3
3

2
210 ...)( , (7.34) 

где коэффициенты b0 и bj являются оценками соответствующих теоре-
тических коэффициентов истинного уравнения регрессии 

 ∑
=

β+β=+β+β+β+β=ϕ=
k

j

j
jxy xxxxxm

1
0

3
3

2
210/ ...)( , (7.35) 

и оценить допускаемую при этом ошибку. Для этого обычно исполь-
зуют метод наименьших квадратов. 

Рассмотрим некоторый класс функций, аналитическое выражение 
которых содержит некоторое число неопределенных коэффициентов, 
равное k. Наилучшее уравнение приближенной регрессии дает та 
функция из рассматриваемого класса, для которой сумма квадратов S 
имеет наименьшее значение: 

 ∑
=

∧
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

n

i
ii xyyS

1

2

min)( . (7.36) 

Предположим, что экспериментальные точки отклоняются от 
уравнения истинной регрессии ϕ (x) только в результате воздействия 
случайных факторов, а ошибки измерения нормально распределены. 
Полученные в опытах значения yi будут распределены по нормально-
му закону с математическим ожиданием )( iym = ϕ (xi) и дисперсией 

2
iσ . При равноточных экспериментах 2

1σ  = 2
2σ  = … = 2

nσ  = 2σ . Тогда 
плотность распределения величины Yi принимает вид 

 ( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ϕ−

σ
−

σπ
= 2

22
1exp

2
1)( iiii xyyf . (7.37) 

В результате опытов случайные величины Yi приняли совокуп-
ность значений yi. Используем принцип максимального правдоподо-
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бия: определим так математические ожидания ϕ (xi), чтобы вероят-
ность этого события была максимальной. Обозначим через рi = fi

 (yi) δ 
вероятность того, что случайная величина Yi примет значение из ин-
тервала yi – δ/2, yi + δ/2. Вероятность совместного осуществления по-
добных событий для i = 1, 2, …, n равна 

 [ ] =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ−
σ

−πσδ=δ= ∑∏
=

−−

=

n

i
ii

nnn
n

i
ii

n xyyfP
1

2
2

/2

1

)(
2

1exp)2( )(  

 [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ−
σ

−= ∑
=

n

i
ii xyK

1

2
2 )(1exp , (7.38) 

где К — коэффициент, не зависящий от ϕ (xi). 
Очевидно, что при заданном σ2 вероятность Р максимальна при 

условии, что 

 [ ] min)(
1

2 =ϕ−∑
=

n

i
ii xy . 

Таким образом, при нормальном распределении случайных величин 
оптимальность метода наименьших квадратов легко обосновывается. 

Нахождение коэффициентов уравнения приближенной регрессии 
по этому методу связано с задачей определения минимума функции 
многих переменных. Пусть 

 ( )kbbbbxfxy ...,,,,,)( 210=
∧

. (7.40) 
Требуется найти значения коэффициентов b0, b1, b2, …, bk так, чтобы 

 ∑
=

∧
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

n

i
ii xyyS

1

2

min)( . 

Если S принимает минимальное значение, то 

 0,...,0,0,0
210

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

kb
S

b
S

b
S

b
S , (7.41) 

что соответствует следующей системе уравнений: 

 0)()(2
1 0

=
∂

∂
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∑

=

∧
∧n

i

i
ii b

xyxyy , 
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 0)()(2
1 1

=
∂

∂
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∑

=

∧
∧n

i

i
ii b

xyxyy , (7.42) 

 ……………………………, 

 0)()(2
1

=
∂

∂
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∑

=

∧
∧n

i k

i
ii b

xyxyy . 

Преобразуем (7.42) 

 0)()()(

1 01 0
=

∂
∂

−
∂

∂ ∑∑
=

∧
∧

=

∧ n

i

i
i

n

i

i
i b

xyxy
b
xyy , 

 0)()()(

1 11 1
=

∂
∂

−
∂

∂ ∑∑
=

∧
∧

=

∧ n

i

i
i

n

i

i
i b

xyxy
b
xyy , (7.43) 

 ……………………………………, 

 0)()()(

11

=
∂

∂
−

∂
∂ ∑∑

=

∧
∧

=

∧ n

i k

i
i

n

i k

i
i b

xyxy
b
xyy . 

В последней системе содержится столько же (k + 1) уравнений, 
сколько и неизвестных коэффициентов в уравнении (7.40), т. е. она 
является системой нормальных уравнений. Поскольку S ≥ 0 при лю-
бых значениях коэффициентов, то у нее должен существовать по 
меньшей мере один минимум. Поэтому если система (7.43) имеет 
единственное решение, то оно и является минимумом для S. 
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ЛЕКЦИЯ 8 

Линейная регрессия от одного параметра. Регрессионный анализ. Аппрок-
симация, параболическая регрессия. Оценка тесноты нелинейной связи, 
корреляционный анализ. Метод множественной корреляции. 

8.1. Линейная регрессия от одного параметра 

Пусть из опытов получена выборка точек (xi, yi) объемом n. Най-
дем методом наименьших квадратов коэффициенты линейного урав-
нения регрессии 

 xbby 10 +=
∧

. (8.1) 
Система нормальных уравнений уравнений (7.43) с учетом того, что 

ii xbbxy 10)( +=
∧

, 
принимает вид 

 0)(
1

10
1

=+− ∑∑
==

n

i
i

n

i
i xbby , 

 0)(
1

10
1

=+− ∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii xxbbxy , (8.2) 

или после преобразования 

 ∑∑
==

=+
n

i
i

n

i
i yxbnb

11
10 , 

 ∑∑∑
===

=+
n

i
ii

n

i
i

n

i
i xyxbxb

11

2
1

1
0 . (8.3) 

Решив систему уравнений, получим 

 2

11

2

111

2

1
0

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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−
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∑∑∑∑
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n
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n

i
i
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i
i

xxn

yxxxy

b , (8.4) 
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= . (8.5) 

Из системы уравнений (8.3) видно, что между коэффициентами b0 
и b1 существует корреляционная зависимость, выражение для которой 
можно получить, например, из первого уравнения системы: 

 xbyb 10 −= . (8.6) 

Выборочный коэффициент корреляции с учетом (8.5) равен 

 

( ) ( )

y

х

yx

x

yx

n

i
ii

xy s
sb

ssn
snb

ssn
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11*

)1(
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=
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−

=
−

−−

=
∑
=  (8.7) 

и оценивает силу линейной связи между Y и Х. 

8.2. Регрессионный анализ 

Итак, уравнение линейной регрессии определено. Проведем стати-
стический анализ полученных результатов, заключающийся в оценке 
значимости коэффициентов регрессии и проверки адекватности полу-
ченного уравнения экспериментальным данным. Подобный анализ и 
называется регрессионным.  

Примем, что 
1) входной параметр х измеряется с гораздо большей точностью 

по сравнению с выходной величиной y; 
2) значения yi получены независимым образом и нормально 

распределены; 
3) если при каждом заданном значении хi проводится серия па-

раллельных опытов, то выборочные дисперсии 2
is  однородны. 
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8.2.1. Проверка адекватности приближенного уравнения 
регрессии эксперименту 

Рассмотрим три наиболее часто встречающихся варианта проверки 
адекватности полученного уравнения регрессии. 

1. Пусть при каждом значении хi проведена серия из m параллель-
ных опытов. Тогда дисперсия воспроизводимости с числом степеней 
свободы fвоспр. = n (m – 1) равна 

 
n

s

s

n

i
i∑

== 1

2

2
воспр. . (8.8) 

Дисперсия адекватности определяется формулой 
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, (8.9) 

где l — число коэффициентов в уравнении регрессии (при линейной 
регреcсии l = 2), 

 ∑
=

=
m

u
uii y

m
y

1

1 . (8.10) 

Число степеней свободы дисперсии адекватности равно fад. = n – l. 
Адекватность уравнения проверяется по критерию Фишера 

 2
воспр.

2
ад. / ssF = . (8.11) 

Если вычисленное значение F окажется меньше табличной величины 
F1-p(f1, f2) для уровня значимости р и числа степеней свободы f1 = fад. и 
f2 = fвоспр., то уравнение адекватно эксперименту. 

2. Основная серия опытов проведена без параллельных, а диспер-
сия воспроизводимости определена в отдельной серии из m опытов, 
тогда 
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Адекватность уравнения проверяется по критерию Фишера (8.11), при 
этом f2 = fвоспр. = m – 1. 

3. Основная серия опытов выполнена без параллельных, и нет дан-
ных для расчета дисперсии воспроизводимости. Тогда по критерию 
Фишера сравнивается дисперсия адекватности и дисперсия относи-
тельно среднего 
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2
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F y= , (8.14) 

где 
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−

=
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n

yy
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n

i
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y . (8.15) 

Чем больше полученное F превышает табличное F1-p(f1, f2) для уровня 
значимости р и чисел степеней свободы f1 = n – 1 и f2 = n – l, тем 
эффективнее уравнение регрессии. 

8.2.2. Оценка значимости коэффициентов 
уравнения регрессии 

Значимость коэффициентов уравнения регрессии оценивается по 
критерию Стъюдента 

 
)( j

j
j bs

b
t = , (8.16) 

где bj — j-й коэффициент уравнения регрессии; s(bj) — среднее квад-
ратичное отклонение j-го коэффициента. Если tj больше табличной 
величины t1-p/2 для выбранного уровня значимости р и числа степеней 
свободы f дисперсии j-го коэффициента, то коэффициент bj значимо 
отличается от нуля. 
В случае линейной регрессии средние квадратичные отклонения 

коэффициентов рассчитываются следующим образом: 
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где дисперсия s2 в общем случае определяется как 

 
)()1(

)()1( 2
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2
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2
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2
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lnmn
slnsmn

ff
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= . (8.19) 

Число степеней свободы средневзвешенной дисперсии s2 равно 
lnmlnnnmlnmnf −=−+−=−+−= )()1( . 

Дисперсии воспроизводимости и адекватности рассчитываются по 
формулам (8.8) и (8.9) или (8.12) и (8.13). Если у экспериментатора 
нет оснований сомневаться в линейном характере изучаемой зависи-
мости и опыты проведены без параллельных (т. е. m = 1), то 2

ад.
2 ss =  и 

f = fад. = n – l. Дисперсия адекватности в этом случае определяется по 
формуле (8.12). 

Для оценки случайных ошибок в определении коэффициентов 
приближенного уравнения регрессии можно также воспользоваться 
критерием Стъюдента. Рассмотрим величину 

 
)( 0

00
bs

bt β−
= , (8.20) 

где β0 — истинное значение коэффициента b0. Произведя выкладки, 
аналогичные представленным в лекции 4, получим 
 /21000/2100 )()( pp tbsbtbsb −− +≤β≤− , (8.21) 

или 
 /21000 )( ptbsb −±=β , (8.22) 

где t1-p/2 — квантиль t-распределения для числа степеней свободы f и 
выбранного уровня значимости р. 

Аналогично можно построить доверительный интервал для коэф-
фициента b1: 
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 /21111/2111 )()( pp tbsbtbsb −− +≤β≤− , (8.23) 

 /21111 )( ptbsb −±=β . (8.24) 

С учетом (8.22) и (8.24), уравнение регрессии принимает следую-
щий вид: 

xtbsbtbsbxy pp ))(())(( /2111/210010 −− ±+±=β+β= . 

8.2.3. Оценка доверительного интервала 
для искомой функции 

На практике нередко возникает необходимость в оценке точек, 
резко выделяющихся из общей линейной закономерности. Подобную 
оценку легко произвести, построив доверительный интервал («кори-
дор ошибок») искомой функции. Под «коридором ошибок» понимают 
границы, отсчитываемые по обе стороны от полученной прямой и по-
казывающие пределы, в которых должны лежать экспериментальные 
точки. Точки, лежащие за пределами этого коридора, следует при-
знать ошибочными и исключить из общей выборки. 

Воспользуемся критерием Стъюдента и рассмотрим величину 

 
)(

/
∧

∧
−

=
ys

my
t xy , (8.25) 

где my/x — условное математическое ожидание Y при заданном Х; 

)(
∧
ys  — выборочное среднеквадратичное отклонение, соответствую-

щее выборочной дисперсии 

 ( ) )(2)()( 1
22

0
22 bsxxxbsys −+=

∧
 (8.26) 

с числом степеней свободы f = nm – 2, если среднеквадратичные от-
клонения коэффициентов рассчитываются на основе средневзвешен-
ной дисперсии s2, определяемой по формуле (8.19), и f = n – 2, если 

2
ад.

2 ss = . Тогда границы коридора ошибок для произвольного 
значения аргумента x определяются следующим выражением: 

 )()( 2/1/

∧

−

∧
⋅±= ystxym pxy , (8.27) 

где t1-p/2 — квантиль t-распределения для числа степеней свободы f и 
выбранного уровня значимости р (обычно 0,05). 
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Процедура выделения из общей совокупности точек, содержащих 
грубые ошибки, заключается в следующем. Вначале методом наи-
меньших квадратов обрабатываются все полученные эксперименталь-
ные данные, не выбрасывая ни одной точки. Далее по формуле (8.27) 
для каждой ординаты (для каждого заданного значения х) определяет-
ся доверительный интервал при выбранной доверительной вероятно-
сти. Если оказывается, что одна или несколько точек при этом выпа-
дают из рассчитанных для них интервалов и величина отклонения 
превышает систематическую погрешность измерения, то их следует 
признать ошибочными и исключить из рассмотрения. Затем весь рас-
чет коэффициентов, их случайных ошибок и коридора ошибок повто-
ряется заново. 

8.3. Оценка тесноты нелинейной связи 

Если уравнение регрессии получено с достаточной точностью, то 
силу стохастической связи между величинами Y и Х можно охаракте-
ризовать величиной 

 2

2
ад.

)1(
)(

ysn
sln

−

−
=γ . (8.28) 

Дисперсия адекватности (остаточная дисперсия) и дисперсия относи-
тельно среднего рассчитываются по формулам (8.12) и (8.15) соответ-
ственно. Связь тем сильнее, чем меньше γ. Величина 
 γ−=Θ 1  (8.29) 

называется корреляционным отношением, для которого справедливо 
 10 ≤Θ≤ . (8.30) 
Чем больше Θ, тем сильнее связь. 

В общем случае анализ силы связи по корреляционному отноше-
нию называют корреляционным анализом. Функциональная зависи-
мость между случайными величинами существует, если Θ = 1. Однако 
при Θ = 0 однозначно говорить об отсутствии связи можно только в 
случае нормального распределения случайных величин. 

При линейной регрессии корреляционное отношение равно коэф-
фициенту корреляции: 

 *
)1(
)2(

1 2

2
ад. r

sn
sn

y
=

−

−
−=Θ . (8.31) 
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8.4. Аппроксимация. Параболическая регрессия 

В общем случае при описании функциональной зависимости меж-
ду двумя случайными величинами используют полиномы некоторой 
степени, коэффициенты которых могут и не иметь определенного фи-
зического смысла. Такая операция называется аппроксимацией экспе-
риментальных данных. Полученная эмпирическая формула обычно 
справедлива только для сравнительно узкого интервала измерений и 
неприменима вне этого интервала. При использовании метода наи-
меньших квадратов коэффициенты приближенного уравнения регрес-
сии определяются решением системы линейных уравнений. 

Допустим, что зависимость между величинами Х и Y описывается 
параболой второго порядка 

 2
210)( xbxbbxy ++=

∧
. (8.32) 

Тогда 
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и система нормальных уравнений (7.43) принимает вид 
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Решая систему (8.34), находят коэффициенты искомой квадратичной 
функции. При описании функциональных зависимостей полиномами 
большей степени коэффициенты определяются из аналогичных по 
структуре систем уравнений. 

На практике адекватности уравнения регрессии эксперименту до-
биваются повышением степени аппроксимирующего полинома. При 
использовании полинома k-степени требуется определять k + 1 коэф-
фициент. Увеличение степени полинома прекращают, если дисперсия 
адекватности (остаточная дисперсия) уравнения регрессии k + 1 сте-
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пени ( 2
1k+s ) перестает быть значимо меньше дисперсии адекватности, 

вычисленной для полинома k-степени ( 2
ks ). Значимость различия ис-

следуется по критерию Фишера 

 2
1

2 / += kk ssF , 
где 
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Если полученное F меньше табличного F1-p(f1, f2) для уровня значимо-
сти р и чисел степеней свободы f1 = f k = n – k – 1 и f2 = f k+1 = n – k – 2, 
то увеличение степени полинома нужно прекратить и в качестве при-
ближенного уравнения регрессии использовать полином k-степени.  

8.5. Приведение некоторых функциональных зависимостей 
к линейному виду 

При малых объемах выборки увеличение порядка полинома может 
иногда приводить к росту остаточной дисперсии. Чтобы избежать это-
го, при решении многих задач производят замену переменных. На-
пример, зависимости типа 

 xaaz 10=
∧

 или 1
0

ataz =
∧

 (8.36) 

сводятся к линейным xbby 10 +=
∧

 следующим образом: 

 110010 ln,ln,ln,lnlnln ababzyaxaz ===+=
∧∧∧

, (8.37) 

 txababzytaaz ln,,ln,ln,lnlnln 110010 ====+=
∧∧∧

. (8.38) 
Коэффициенты уравнений (8.37) и (8.38) находятся методом наи-
меньших квадратов. 

Рассмотрим некоторые наиболее часто встречающиеся случаи ли-
неаризации зависимостей при обработке результатов физико-химичес-
ких экспериментов. 

1. Температурная зависимость контанты равновесия реакции для 
небольшого интервала температур имеет вид 
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TR
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= , (8.39) 

где ∆S и ∆Н — энтропия и энтальпия реакции. Непосредственно 
измеряемыми величинами являются константа равновесия K и темпе-
ратура T. Произведем замену переменных: 

 xbby 10 +=
∧

, где 
T

x
R
Hb

R
SbKy 1,,,ln 10 =

∆
−=

∆
==

∧
. 

Коэффициенты b0 и b1 определяются методом наименьших квадратов. 
Энтальпия и энтропия реакции с учетом случайных ошибок равны 

 /2100/2100 )())(( pp tbsRbRtbsbRS −− ±=±⋅=∆ , 

 ))(())(( /2111/2111 pp tbsRbRtbsbRH −− ±−=±⋅−=∆ . 

2. Температурная зависимость давления насыщенного пара веще-
ства в узком интервале температур имеет вид 

 
TR

HaP 1ln ⋅
∆

−= , (8.40) 

где а — константа, ∆Н —энтальпия парообразования (испарения или 
сублимации). Непосредственно определяемыми величинами являются 
давление насыщенного пара Р и температура T. Произведем замену 
переменных: 

 xbby 10 +=
∧

, где 
T

x
R
HbbaPy 1,,,ln 10 =

∆
−===

∧
. 

Энтальпия парообразования с учетом случайной ошибки равна 
 ))(())(( /2111/2111 pp tbsRbRtbsbRH −− ±−=±⋅−=∆ . 

3. Константа скорости реакции первого порядка описывается сле-
дующим уравнением: 

 
C
C

t
k 0ln1
= , (8.41) 

или 
 tkCC −= 0lnln , 
где k — константа скорости реакции, С0 и С — исходная и текущая 
концентрация реагирующего вещества к моменту времени t соответ-
ственно. Произведем замену переменных: 
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 xbby 10 +=
∧

, где txkbCbCy ====
∧

,,ln,ln 100 . 

Определив коэффициент b1 методом наименьших квадратов, получим 
значение константы скорости реакции с учетом случайной ошибки: 
 ))(( /2111 ptbsbk −±−= . 

8.6. Метод множественной корреляции 

На практике часто бывает необходимым исследовать корреляци-
онную связь между многими (а не только двумя) величинами. В слу-
чае, когда необходимо установить зависимость величины Y от более 
чем одного параметра, обычно используют уравнения множественной 
регрессии следующего вида 

 kk xbxbxbby ++++=
∧

...22110 . (8.42) 

Коэффициенты уравнения находят методом наименьших квадра-
тов, т. е. определяют из условия 
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где )...,,,( 21 kiiii xxxyy
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= . Условия минимума функции S следующие: 
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Коэффициенты уравнения приближенной регрессии находят из реше-
ния системы (k + 1) нормальных уравнений, полученных из условий 
(8.44). 

Рассмотрим случай, когда величина Y линейно зависит от двух пе-
ременных X1 и X2. Пусть из опытов получена выборка точек (x1i, x2i, yi) 
объемом n. Найдем методом наименьших квадратов коэффициенты 
линейного уравнения регрессии 

 22110 xbxbby ++=
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. (8.45) 
Тогда 
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Система нормальных уравнений, соответствующих условиям (8.44), 
принимает следующий вид: 
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С учетом того, что iii xbxbby 22110 ++=
∧

 и значений частных произ-
водных (8.46), после арифметических преобразований получаем 
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Решая полученную систему уравнений относительно b0, b1 и b2, 
находим наилучшую аппроксимацию для соотношения (8.45). Силу 
линейной связи между переменными Х1 и Х2 можно оценить на осно-
вании выборочного коэффициента корреляции 
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ЛЕКЦИЯ 9 

Дисперсионный анализ, его задачи. Проведение однофакторного и двух-
факторного дисперсионного анализа. 

9.1. Задачи дисперсионного анализа. 
Однофакторный дисперсионный анализ 

Средние значения измеряемых величин зависят от комплекса ос-
новных факторов (качественных и количественных), определяющих 
условия проведения опыта, и случайных факторов. Задачей дисперси-
онного анализа и является изучение влияния тех или иных факторов 
на изменчивость средних. В зависимости от числа источников диспер-
сии (числа рассматриваемых факторов) различают однофакторный и 
многофакторный дисперсионный анализ. Многофакторный дисперси-
онный анализ более эффективен по сравнению с классическим мето-
дом исследования, при котором изменяется только один фактор при 
постоянстве всех остальных, что не позволяет определить влияние 
взаимодействия различных факторов на результаты эксперимента. 

При дисперсионном анализе каждое наблюдение используется для 
одновременной оценки всех факторов и их взаимодействий. Суть дис-
персионного анализа заключается в выделении и оценке отдельных 
факторов, влияющих на значения среднего. При этом суммарная вы-
борочная дисперсия разлагается на составляющие, обусловленные 
действием независимых факторов. Влияние данного фактора призна-
ется значимым, если соответствующая ему выборочная дисперсия 
значимо отличается от дисперсии воспроизводимости, обусловленной 
случайными ошибками. Проверка значимости оценок дисперсий про-
водится по критерию Фишера. 

В дальнейшем примем, что: 
1) случайные ошибки нормально распределены; 
2) эксперименты равноточны; 
3) изучаемые факторы влияют только на изменчивость средних, 

но не на дисперсию наблюдений (она постоянна). 
При дисперсионном анализе рассматриваются факторы двух ви-

дов: со случайными уровнями и с фиксированными. В первом случае 
выбор уровней фактора производится из бесконечной совокупности 
возможных значений. Если все уровни выбираются случайным обра-
зом, то математическая модель объекта называется моделью со слу-
чайными уровнями факторов. Если же каждый фактор может прини-
мать только некоторые из фиксированных значений, то говорят о мо-
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дели с фиксированными уровнями факторов. В случае модели сме-
шанного типа одна группа факторов рассматривается на случайных 
уровнях, а другая — на фиксированных. 

Рассмотрим влияние на результаты опытов единичного фактора А, 
принимающего k различных значений (фактор А имеет k фиксирован-
ных уровней ai, i = 1, 2, …, k). Обозначим через yij результат j-опыта в 
серии из ni числа измерений ( j = 1, 2, …, ni), выполненных на i-уровне 
фактора А (табл. 2). 

 Таблица 2 
Исходные данные для однофакторного дисперсионного анализа 

Уровни фактора А Номер 
наблюдения а1 а2 … аk 

1 y11 y21 … yk1 
2 y12 y22 … yk2 
… … … … … 
 n ny1  ny2  … kny  

Итоги: B1, C1 B2, C2 … Bk, Ck 

Предположим, что результат каждого опыта можно представить в 
виде следующей модели: 
 ijiijy ε+α+µ= , (9.1) 

где µ — суммарный эффект во всех опытах; αi — эффект, обуслов-
ленный влиянием фактора А на i-уровне; εij — случайная ошибка опы-
та на i-уровне. Примем также, что наблюдения на фиксированном 
уровне фактора А нормально распределены относительно среднего 
значения (µ + αi) с общей дисперсией σ2

ош.. Для того чтобы решить 
вопрос о значимости влияния фактора А, следует проверить нулевую 
гипотезу равенства математических ожиданий сумм (µ + αi) на раз-
личных уровнях этого фактора: 
 mmmmH k ==== ...: 210 , (9.2) 

где mi = M{µ + αi}. 
Рассмотрим случай, когда на каждом уровне выполнено равное 

число опытов (n1 = n2 = … = nk = n). Общее число опытов равно  
 knnnnN k =+++= ...21 . (9.3) 
Обозначим сумму результатов всех опытов (итогов) на i-уровне через 
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а сумму квадратов итогов на i-уровне через 
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Тогда среднее значение наблюдений на i-уровне равно 
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а общее среднее для всей выборки из N наблюдений — 
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Общая выборочная дисперсия опытов определяется выражением 
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а выборочная дисперсия на i-уровне —  
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Если выборочные дисперсии 2
is  однородны (проверка по крите-

рию Кохрена), то лучшей оценкой дисперсии σ2
ош., характеризующей 

влияние случайных факторов, будет выборочная дисперсия 

 ∑
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=
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k
s
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22
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1  (9.10) 

с числом степеней свободы fош = k(n – 1) = N – k. Приближенно оце-
нить дисперсию фактора А можно следующим образом: 

 2
ош

22 ssA −≈σ . (9.11) 
Для получения более точной оценки рассмотрим отклонение сред-

них на фиксированных уровнях от общего среднего: 
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В данном случае под дисперсией фактора А понимают математиче-
ское ожидание среднего квадрата отклонений, обусловленного влия-
нием этого фактора. Выборочная дисперсия 
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 (9.13) 

с числом степеней свободы fA = k – 1 используется для проверки нуле-
вой гипотезы (9.2) по критерию Фишера. 

При этом, если нулевая гипотеза ( 2
ош

2
A0 : σ=σH ) верна, выполня-

ется следующее условие: 

 ( ) pA Fss −≤ 1
2
ош

2 , (9.14) 

т. е. различие между дисперсиями 2
As  и 2

ошs  является незначимым, и 
следовательно влияние фактора А на результаты опытов тоже незна-
чимо (сопоставимо с эффектом случайности). При проверке гипотезы 
используется односторонний критерий, так как альтернативной гипо-
тезой является 2

ош
2

1 : σ>σAH . Если же 

 ( ) pA Fss −> 1
2
ош

2 , (9.15) 

то нулевая гипотеза о равенстве математических ожиданий сумм 
(µ + αi) отвергается (влияние фактора А значимо). Чтобы выяснить, 
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какие средние различны, можно использовать критерий Стъюдента, 
сравнивая средние попарно. Оценить влияние фактора А можно на 
основании (9.13): 
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Если на каждом уровне выполнено разное число опытов, выбороч-
ная дисперсия фактора А рассчитывается по формуле 
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а выборочная дисперсия, характеризующая влияние случайных фак-
торов, по формуле 
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где fi = ni – 1. Число степеней свободы 2
ошs  равно fош = N – k. 

Если дисперсия 2
As  значимо отличается от дисперсии 2

ошs , т. е. вы-
полняется неравенство (9.15), то дисперсия фактора А оценивается по 
формуле 
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9.2. Двухфакторный дисперсионный анализ 

Рассмотрим влияние на результаты опытов двух факторов А и В. 
Фактор А исследуется на k уровнях (i = 1, 2, …, k), фактор В — на m 
уровнях ( j = 1, 2, …, m). Пусть при каждом сочетании уровней факто-
ров выполнено n параллельных опытов (q = 1, 2, …, n). Тогда общее 
число опытов равно N = nkm. Обозначим через yijq результат q-го опы-
та, выполненного на i-уровне фактора А и j-уровне фактора В.  

Предположим, что результат каждого опыта можно представить 
следующим образом: 
 ijqjijiijqy ε+βα+β+α+µ= , (9.20) 

где µ — общее среднее (суммарный эффект во всех опытах); αi и βj — 
эффекты, обусловленные влиянием фактора А на i-уровне и фактором 
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В на j-уровне соответственно; εijq — случайная ошибка опыта, распре-
деленная нормально с нулевым математическим ожиданием и диспер-
сией 2

ошσ ; αiβj — эффект взаимодействия факторов. Величина αiβj 
характеризует отклонение среднего в (ij)-серии опытов от суммы пер-
вых трех членов в ур-и (9.20), а соответствующую ей дисперсию 2

ABσ  
можно оценить только при наличии параллельных опытов. 

При отсутствии параллельных опытов (табл. 3) или в случае, если 
эффектом взаимодействия факторов пренебрегают, для описания ре-
зультатов экспериментов используется линейная модель 
 ijjiijy ε+β+α+µ= . (9.21) 

 Таблица 3 
Исходные данные для двухфакторного дисперсионного анализа 

без параллельных опытов. Факторы А и В исследуются на 3 уровнях 

Уровни фактора А Уровни 
фактора В а1 а2 а3 (аk) Средние: 

b1 y11 y21 y31 (yk1) '
1y  

b2 y12 y22 y32 (yk2) '
2y  

b3 (bm) y13 y23 y33 (ykm) '
3y ( '

my ) 
Средние: 1y  2y  3y ( ky ) –– 

Обозначим через iy  и '
jy  средние по столбцам и по строкам: 
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а через y  — среднее всех опытов: 
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Рассмотрим влияние факторов А и В на рассеяние средних по 
столбцам и по строкам соответственно относительно общего среднего. 
Рассеяние в средних по строкам не зависит от фактора А, так как все 
его уровни усреднены, и определяется влиянием фактора В и случай-
ных факторов. 
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Тогда с учетом того, что дисперсия среднего в k раз меньше дис-
персии случайной ошибки единичного измерения, имеем 

 ( )∑
=

−
−

≈
σ

+σ
m

j
jB yy

mk 1

2'
2
ош2

1
1 . (9.24) 

Аналогичным образом можно показать, что 
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Таким образом, чтобы оценить дисперсии факторов А и В, необходи-
мо знать дисперсию случайной ошибки. 

Оценить влияние случайных факторов при отсутствии параллель-
ных опытов можно следующим образом. Рассеяние результатов опы-
тов в i-столбце относительно его среднего обусловлено влиянием фак-
тора В и фактора случайности: 
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Равенство (9.26) станет более точным, если использовать средне-
взвешенное значение дисперсии по всем столбцам: 
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Вычитая (9.24) из (9.27), получим 
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или после арифметических преобразований 
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Полученную оценку для дисперсии случайной ошибки с числом сте-
пеней свободы fош = (k – 1)(m – 1) обозначим через 2

ошs . Определим 
также следующие выборочные дисперсии: 
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с числом степеней свободы fA = (k – 1) и fB = (m – 1). 
Проверка нулевой гипотезы о незначимости влияния факторов А и 

В проводится по критерию Фишера: если 
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то влияние фактора признается незначимым (αi = 0 и (или) βj = 0).  
Если одно (или оба) из неравенств (9.32) не выполняется, то влия-

ние соответствующего фактора (факторов) значимо. Определить, ка-
кие именно средние различны, можно по критерию Стъюдента. 

Рассмотрим теперь случай, когда при каждом сочетании уровней 
факторов А и В выполнено n параллельных опытов (u = 1, 2, …, n), что 
дает возможность оценить влияние взаимодействия этих факторов на 
результаты опытов. 

Так, например, в табл. 3 вместо одного значения y11 появится серия 
значений y111, y112, …, y11n . Обозначим через ijy  среднее в ячейке 
(среднее серии параллельных опытов): 
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Тогда 
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и дисперсии 2
As  и 2

Bs  рассчитываются по формулам (9.30) и (9.31). 
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В качестве оценки дисперсии воспроизводимости используем средне-
взвешенное значение дисперсий результатов в каждой ячейке 
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где 
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Число степеней свободы дисперсии 2
ошs  равно fош = mk (n – 1). 

Введем также выборочную дисперсию, характеризующую влияние 
взаимодействия факторов 
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с числом степеней свободы fAB = (k – 1)(m – 1). 
Проверка значимости влияния факторов и их взаимодействия про-

водится по критерию Фишера, но неодинаково для моделей с фикси-
рованными и случайными уровнями: 

1. Для модели с фиксированными уровнями выборочные диспер-
сии 2

As , 2
Bs  и 2

ABs  сравниваются с оценкой дисперсии воспроизводимо-
сти 2

ошs . Если выполняются неравенства 
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то влияние факторов и их взаимодействия значимо. 
2. Для модели со случайными уровнями проверка значимости 

взаимодействия факторов проводится так же, как и для для модели с 
фиксированными уровнями. Влияние факторов значимо, если выпол-
няются следующие неравенства: 

 ( ) ( )ABApABA ffFss ,1
22

−> , 

 ( ) ( )ABBpABB ffFss ,1
22

−> . (9.40) 
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ЛЕКЦИЯ 10 

Планирование эксперимента при дисперсионном анализе. Постановка за-
дачи при планировании экстремальных экспериментов. Полный фактор-
ный эксперимент типа 22: матрица планирования, вычисление коэффици-
ентов уравнения регрессии. 

10.1. Планирование эксперимента при дисперсионном анализе 

При двухфакторном дисперсионном анализе минимальное число 
опытов (в условиях линейной модели), обеспечивающее перебор всех 
возможных сочетаний уровней факторов, определяется произведени-
ем числа их уровней: N = km. Подобный эксперимент называется пол-
ным факторным экспериментом (ПФЭ). Если изучается влияние на 
процесс k факторов при одинаковом числе уровней n, то необходимое 
число опытов при ПФЭ равно 

 knN = . (10.1) 
Так, если k = 2 и n = 3 (табл. 3, лекция 9), то N = 32 = 9. 

Эксперимент, в котором пропущены некоторые сочетания уров-
ней, называется дробным факторным экспериментом (ДФЭ). Сокра-
щение числа опытов неизбежно приводит к потере части информации, 
при этом обычно пренебрегают эффектами взаимодействия факторов. 

Рассмотрим трехфакторный дисперсионный анализ при одинако-
вом числе уровней n для каждого фактора. Пусть n = 2. Тогда при 
ПФЭ потребуется провести N = 23 = 8 опытов (табл. 4). 
 Таблица 4 

Полный факторный эксперимент 23 

а1 а2 Уровни 
факторов b1 b2 b1 b2 

c1 *y111 y121 y211 *y221 

c2 y112 *y122 *y212 y222 

При отсутствии параллельных опытов результаты наблюдений 
можно представить в виде линейной модели 
 ijqqjiijqy ε+γ+β+α+µ= , (10.2) 

при этом линейные эффекты оказываются смешанными с эффектами 
взаимодействия: эффект А с ВС взаимодействием, эффект В с АС взаи-
модействием, эффект С с АВ взаимодействием. Однако число опытов 
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в условиях линейной модели можно существенно сократить при ис-
пользовании ДФЭ, спланированного по схеме латинского квадрата. 

Латинским квадратом n x n называют квадратную таблицу, со-
ставленную из n элементов (чисел или букв) таким образом, чтобы 
каждый элемент повторялся в каждой строке и каждом столбце только 
один раз. Из двух элементов образуется латинский квадрат 2 x 2: 

 
AB
BA

  или  
12

21

cc
cc

; (10.3) 

из трех — латинский квадрат 3 x 3: 

 
BAC
ACB
CBA

  или  

213

132

321

ccc
ccc
ccc

. (10.4) 

Стандартными латинскими квадратами называются квадраты, у ко-
торых первые строка и столбец построены или в алфавитном порядке, 
или в порядке натурального ряда (квадраты (10.3) и (10.4)). Получены 
эти квадраты путем одношаговой циклической перестановки. 

При ДФЭ по схеме латинского квадрата вводится в планирование 
третий фактор, при этом основой служит ПФЭ типа n2. Так, при n = 2 
на ПФЭ типа 22 (для факторов А и В) накладывается латинский квад-
рат 2 x 2 (табл. 5). План эксперимента, соответствующий табл. 5, на-
зывается матрицей планирования и представлен в табл. 6. Число опы-
тов при этом сокращается до четырех вместо восьми при ПФЭ. 

 Таблица 5 
2 x 2 латинский квадрат 

В А 
b1 b2 

a1 c1 c2 
a2 c2 c1 

Хотя латинский квадрат 2 x 2 является частью плана, всю табл. 5 
также называют латинским квадратом. В нем каждый элемент повто-
ряется только один раз в каждой строке и каждом столбце, что в рав-
ной степени сказывается при подсчете средних по строкам и столб-
цам. Приведенный в табл. 6 план представляет собой половину — по-
луреплику от ПФЭ типа 23 (вошедшие в полуреплику опыты отмечены 
в табл. 4 звездочками). 
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 Таблица 6 
План ДФЭ по схеме латинского квадрата 2 x 2 

(k = 3, n = 2, N = 4) 

Номер 
опыта 

А В С Итоги 

1 а1 b1 c1 y111 
2 а1 b2 c2 y122 

3 а2 b1 c2 y212 

4 а2 b2 c1 y221 

Аналогично планируется ДФЭ по схеме латинского квадрата 3 x 3 
(табл. 7). За основу взят ПФЭ типа 32, третий фактор (С) введен в рас-
смотрение по схеме латинского квадрата (10.4). ДФЭ 32 можно рас-
сматривать как 1/3 реплику от ПФЭ типа 33. 

 Таблица 7 
Латинский квадрат 3 x 3 

B A 
b1 b2 b3 

a1 c1 
y1 

c2 
y2

c3 
y3

a2 c2 
y4 

c3 
y5

c1 
y6

a3 c3 
y7 

c1 
y8

c2 
y9

В общем случае при планировании дробного факторного экспери-
мента по схеме латинского квадрата число опытов по сравнению с 
ПФЭ уменьшается в n раз (так, если n = 4, то при ПФЭ N =43 = 64, а 
при ДФЭ по схеме латинского квадрата 4 x 4 — N = 42 = 16). 

Дисперсионный анализ латинского квадрата, выполненного без 
параллельных опытов, проводится аналогично двухфакторному дис-
персионному анализу. При этом для факторов А и В рассматривается 
их влияние на рассеяние средних по столбцам и по строкам относи-
тельно общего среднего соответственно, а для фактора С — на рас-
сеяние средних по латинским буквам Сq. Так, например, для ДФЭ, 
представленного в табл. 7, средние по латинским буквам равны 

 
3

,
3

,
3

753
3

942
2

861
1

yyyCyyyCyyyC ++
=

++
=

++
= . (10.5) 
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Значимость линейных эффектов проверяют по критерию Фишера. 
Адекватность принятой линейной модели можно проверить, выполнив 
для каждого сочетания уровней факторов (для каждой ячейки латин-
ского квадрата) одинаковое число параллельных опытов. При этом 
наличие параллельных наблюдений используется только для оценки 
случайной ошибки опыта. Если эффекты взаимодействия незначимы, 
то остаточная дисперсия будет незначимо отличаться от дисперсии 
воспроизводимости, обусловленной ошибкой опыта. 

10.2. Постановка задачи при планировании 
экстремальных экспериментов 

Решение экстремальных задач физической химии и химической 
технологии (например, определение оптимальных условий проведе-
ния опыта и протекания процесса, оптимального состава материалов) 
возможно на основе математической модели объекта — функции от-
клика, связывающей выходной параметр, характеризующий результа-
ты эксперимента, с переменными, определяющими условия проведе-
ния опыта (факторами): 

 y = ϕ (x1, x2,…, xk). (10.6) 
На основе теоретического анализа физико-химических процессов 

при наличии достаточной информации об их механизмах можно со-
ставить детерминированную математическую модель объекта. Однако 
при проведении большинства исследований механизмы процессов, 
протекающих в изучаемых объектах, остаются неизвестными, поэтому 
для решения задач оптимизации необходимо использовать методы 
математической статистики. 

При статистическом подходе математическая модель объекта или 
процесса представляется в виде полинома, т.е. отрезка ряда Тейлора, в 
который разлагается неизвестная функция (10.6): 

 ∑ ∑∑
≠
= ==

+β+β+β+β=
k

ju
ju

k

j
jjjjuuj

k

j
jj xxxxy

1, 1

2

1
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 ...
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+β+ ∑
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=

k

jui
jui

juiiuj xxx  , (10.7) 
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где 

  ,(0) ,(0) (0),0
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jui

iuj
j

jj xxxx ∂∂∂
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∂
(ϕ∂

=β
(0) ,

2
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Из-за воздействия случайных факторов на результаты опыта при 
обработке и анализе экспериментальных данных для полиномиальной 
модели (10.7) находят выборочные коэффициенты регрессии b0, bj, buj, 
bjj, buij, которые являются оценками соответствующих теоретических 
коэффициентов. Уравнение регрессии записывается в виде 

 ∑ ∑ ∑∑
≠
= =

≠≠
==

∧
+++++=

k

ju
ju

k

j

k

jui
jui

juiiujjjjjuuj
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k

jui
jui

juiiuj xxxb  , (10.9) 

где b0 — свободный член; bj — линейные эффекты; buj — эффекты 
парного взаимодействия; bjj — квадратичные эффекты; buij — эффекты 
тройного взаимодействия.  

В зависимости от целей исследования и имеющейся информации 
можно ограничиться расчетом только части коэффициентов, пренеб-
регая влиянием остальных эффектов (например, в условиях линейной 
модели значимыми считаются только линейные эффекты, квадратич-
ной модели — линейные и квадратичные эффекты, при этом в обоих 
случаях принимается, что эффекты взаимодействия факторов пренеб-
режимо малы). 

Следует отметить, что на основании оценок теоретических коэф-
фициентов нельзя определить аналитическое выражение функции от-
клика и, следовательно, получить информацию о механизме процесса. 
Полиномиальные модели используются только для решения задач оп-
тимизации и управления процессами. 

Под планированием эксперимента понимают оптимальное (наибо-
лее эффективное) управление ходом эксперимента с целью получения 
максимально возможной информации на основе минимально допус-
тимого количества опытных данных. Весь эксперимент обычно разби-
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вается на несколько этапов. Информация, полученная после каждого 
этапа, используется для планирования исследований на следующем 
этапе. Планирование эксперимента позволяет варьировать все факто-
ры и получать одновременно количественные оценки всех эффектов, 
и при этом, в отличие от классического регрессионного анализа, из-
бежать корреляции между коэффициентами уравнения регрессии. 

10.3. Полный факторный эксперимент типа 22: матрица 
планирования, вычисление коэффициентов уравнения регрессии 

При полном факторном эксперименте (ПФЭ) число опытов равно 
числу всех возможных комбинаций уровней факторов и при одинако-
вом числе уровней для каждого фактора определяется формулой 

 knN = , (10.10) 
где n — число уровней, k — число факторов ( j = 1, 2, …, k). ПФЭ 2k 
называется такое проведение опытов, при котором каждый из k фак-
торов рассматривается только на двух уровнях. При этом уровни фак-
торов представляют собой границы варьирования данного параметра. 

Допустим, что изучается влияние на выход продукта (y) двух па-
раметров (факторов): температуры (z1) в интервале 50–100 оС и давле-
ния (z2) в диапазоне 1–2 атм. При реализации ПФЭ требуется выпол-
нить N = 22 = 4 опыта. Произведем кодирование факторов (замену пе-
ременных): 
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где 
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max
jz  и min

jz  — верхняя и нижняя границы варьирования j-фактора. 

Точка ),( o
2

o
1 zz  называется центром плана, или основным уровнем; ве-

личины 1z∆  и 2z∆  — интервалами варьирования по осям z1 и z2. 
Как следует из уравнений (10.11) и (10.12), для переменных х1 и х2 

нижний уровень равен –1, верхний — +1, координаты центра плана 
равны нулю. В табл. 8 представлен план ПФЭ 22, который в безраз-
мерном масштабе может быть интерпретирован в виде четырех вер-
шин квадрата (рис. 1). 
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 Таблица 8 
Полный факторный эксперимент 22 

Факторы 
в натуральном 
масштабе 

Факторы 
в безразмерном 

масштабе 

№ 
опыта 

z1 (oC) z2 (атм) x1 x2 

Выход 
продукта, y 

1 50 1 –1 –1 y1 
2 50 2 –1 +1 y2 
3 100 1 +1 –1 y3 
4 100 2 +1 +1 y4 

 

Рис. 1. Полный факторный эксперимент 22 

Вычислим коэффициенты линейного уравнения регрессии 

 22110 xbxbby ++=
∧

. (10.13) 

Для нахождения b0 в план ПФЭ надо ввести столбец фиктивной пере-
менной х0 = 1; соответствующая матрица планирования представлена 
в табл. 9. В математической статистике доказывается, что при плани-
ровании эксперимента по предложенной схеме и нахождении коэф-
фициентов уравнения регрессии по методу наименьших квадратов 
любой коэффициент определяется скалярным произведением столбца 
y на соответствующий столбец факторов хj в безразмерном масштабе 
(табл. 9), деленным на число опытов в матрице планирования: 
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 Таблица 9 
Матрица планирования ПФЭ типа 22 

с фиктивной переменной 

№ опыта х0 х1 х2 y 
1 +1 –1 –1 y1 
2 +1 –1 +1 y2 
3 +1 +1 –1 y3 
4 +1 +1 +1 y4 

Так, значение коэффицента b1 определяется выражением 
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yyyyyxb
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. (10.15) 

Если ввести в рассмотрение эффект парного взаимодействия, то 
уравнение регрессии примет вид 

 211222110 xxbxbxbby +++=
∧

. (10.16) 

Для нахождения коэффициента b12 необходимо расширить матрицу 
планирования, представленную в табл. 9, добавив в нее столбец x1x2, 
характеризующий эффект взаимодействия (табл. 10). 

 Таблица 10 
Расширенная матрица планирования ПФЭ типа 22 

№ опыта х0 х1 х2 х1х2 y 
1 +1 -1 -1 +1 y1 
2 +1 -1 +1 -1 y2 
3 +1 +1 -1 -1 y3 
4 +1 +1 +1 +1 y4 

Значения фактора взаимодействия в безразмерном масштабе опре-
деляются произведением соответствующих значений факторов x1 и x2: 
 iii xxxx 2121 )( ⋅= . (10.17) 
Коэффициент b12 определяется так же, как и линейные эффекты: 
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ЛЕКЦИЯ 11 

Матрица планирования ПФЭ 23. Проверка значимости коэффициентов и 
адекватности уравнения регрессии, полученных при обработке результа-
тов ПФЭ 22 и 23. Дробный факторный эксперимент. Планы типа 2k-1. 

11.1. Матрица планирования полного факторного 
эксперимента типа 23 

Рассмотрим планирование ПФЭ типа 23, при котором исследуется 
влияние на результат опыта уже трех факторов. При реализации тако-
го ПФЭ требуется выполнить N = 8 опытов. Проведем кодирование 
факторов по уравнениям (10.11) – (10.12). План проведения опытов 
представлен в табл. 11, геометрически в безразмерном масштабе он 
может быть интерпретирован в виде восьми вершин куба (рис. 2). 

 Таблица 11 
Полный факторный эксперимент 23 

Факторы в безразмерном масштабе № 
опыта x1 x2 x3 

Выход 
продукта, y 

1 –1 –1 –1 y1 
2 +1 –1 –1 y2 
3 –1 +1 –1 y3 
4 +1 +1 –1 y4 
5 –1 –1 +1 y5 
6 +1 –1 +1 y6 
7 –1 +1 +1 y7 
8 +1 +1 +1 y8 

Уравнение регрессии с учетом эффектов взаимодействия факторов 
запишется в следующем виде: 

 ++++++=
∧

311321123322110 xxbxxbxbxbxbby  

 3211233223 xxxbxxb ++ , (11.1) 
где коэффициенты b12, b13 и b23 характеризуют эффекты парного взаи-
модействия, b123 — эффект тройного взаимодействия.  

Для нахождения коэффициентов уравнения (11.1) необходимо со-
ставить расширенную матрицу планирования ПФЭ с фиктивной пере-
менной, представленную в табл. 12. 
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 Рис. 2. Полный факторный эксперимент 23 

 Таблица 12 
Расширенная матрица планирования ПФЭ типа 23 

№ x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 y 
1 +1 –1 –1 –1 +1 +1 +1 –1 y1 
2 +1 +1 –1 –1 –1 –1 +1 +1 y2 
3 +1 –1 +1 –1 –1 +1 –1 +1 y3 
4 +1 +1 +1 –1 +1 –1 –1 –1 y4 
5 +1 –1 –1 +1 +1 –1 –1 +1 y5 
6 +1 +1 –1 +1 –1 +1 –1 –1 y6 
7 +1 –1 +1 +1 –1 –1 +1 –1 y7 
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 y8 

Как и при ПФЭ 22, коэффициенты уравнения регрессии (11.1) оп-
ределяются скалярным произведением столбца y на соответствующий 
столбец факторов или их взаимодействий в безразмерном масштабе, 
деленным на число опытов в матрице планирования (см. уравнения 
(10.14) и (10.18)). 

Так, например, коэффициент b123 рассчитывается по следующему 
выражению: 

 [ ]87654321123 8
1 yyyyyyyyb +−−+−++−= . (11.2) 
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11.2. Проверка значимости коэффициентов и адекватности 
уравнения регрессии, полученных при обработке 

результатов ПФЭ 22 и 23 

Для оценки значимости коэффициентов уравнения регрессии и 
проверки адекватности уравнения эксперименту достаточно провести 
серию параллельных опытов, выполненных при каком-то одном 
сочетании факторов. 

Пусть в центре плана (в точках ),( o
2

o
1 zz  и ),,( o

3
o
2

o
1 zzz  для ПФЭ 22 и 

23 соответственно) проведена серия из m опытов. Тогда выборочная 
дисперсия воспроизводимости, характеризующая влияние случайных 
факторов, равна 
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, (11.3) 

где o
uy  — результат u-го опыта (u = 1, 2, …, m), oy  — среднее значе-

ние серии опытов. В математической статистике доказывается, что 
для спланированных экспериментов все коэффициенты уравнений 
регрессии определяются с одинаковой точностью, равной 
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s
bs j

воспр)( = . (11.4) 

Значимость коэффициентов проверяется по критерию Стъюдента. 
В условиях нулевой гипотезы Н0: βj = 0; отношение абсолютной вели-
чины коэффициента к его ошибке имеет распределение Стъюдента. 
Для каждого коэффициента определяется t-отношение: 
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воспр)(
== , (11.5) 

которое сравнивается с табличным значением критерия Стъюдента 
tp(f ) для выбранного уровня значимости р (обычно 0,05) и числа сте-
пеней свободы f = m – 1. Если для рассматриваемого коэффициента 
tj > tp(f ), то он значимо отличается от нуля. Выборочные коэффициен-
ты, для которых tj ≤ tp(f ), незначимы, и их следует исключить из урав-
нения регрессии. 

Допустим, при проверке значимости коэффициентов уравнения 
(11.1) оказалось, что все коэффициенты, характеризующие эффекты 



 47

взаимодействия факторов, незначимы. После их исключения получа-
ем линейное уравнение регрессии 

 3322110 xbxbxbby +++=
∧

, (11.6) 

при этом значения b0, b1, b2 и b3 не требуется вычислять заново из-за 
того, что коэффициенты уравнения некоррелированы между собой. 
В отличие от классического регрессионного анализа, исключение не-
значимого коэффициента не сказывается на величинах остальных ко-
эффициентов уравнения регрессии, а сами выборочные коэффициен-
ты, полученные при реализации ПФЭ, являются несмешанными оцен-
ками теоретических коэффициентов. 

Адекватность уравнения проверяется по критерию Фишера 

 ( )2
воспр

2
ад ssF = , (11.7) 

Дисперсия адекватности (остаточная дисперсия) равна 
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где l — число значимых коэффициентов (для рассматриваемого слу-
чая l = 4). Уравнение адекватно описывает эксперимент, если 
 ),( 211 ffFF p−≤ , (11.9) 

где F1-p (f1, f2) — табличное значение критерия Фишера для р = 0,05 и 
чисел степеней свободы f1 = fад = N – l и f2 = fвоспр = m – 1. 

Рассмотрим также схему проведения регрессионного анализа для 
спланированного эксперимента в случае, когда каждый опыт в матри-
це планирования повторялся m раз. В качестве примера используем 
ПФЭ 23; при получении уравнения регрессии ограничимся линейным 
приближением (уравнение (11.6)). Матрица планирования такого экс-
перимента представлена в табл. 13. 

Для каждого сочетания уровней факторов определяется среднее 
значение измеряемой величины и выборочная дисперсия: 
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 Таблица 13 
Матрица планирования ПФЭ 23 в условиях линейной модели 

с одинаковым числом параллельных опытов 
при каждом сочетании уровней факторов 

№ x0 x1 x2 x3 y iy  2
is  

1 +1 –1 –1 –1 y11, y12, …, y1m 1y  2
1s  

2 +1 +1 –1 –1 y21 y22, …, y2m 2y  2
2s  

3 +1 –1 +1 –1 y31, y32, …, y3m 3y  2
3s  

4 +1 +1 +1 –1 y41, y42, …, y4m 4y  2
4s  

5 +1 –1 –1 +1 y51, y52, …, y5m 5y  2
5s  

6 +1 +1 –1 +1 y61, y62, …, y6m 6y  2
6s  

7 +1 –1 +1 +1 y71, y72, …, y7m 7y  2
7s  

8 +1 +1 +1 +1 y81, y82, …, y8m 8y  2
8s  

Однородность дисперсий проверяется по критерию Кохрена. От-
ношение максимальной дисперсии к сумме всех дисперсий 
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сравнивается с табличным значением G1-p
 ( f1, f2) для р = 0,05 и чисел 

степеней свободы f1 = m – 1 и f2 = N. Если G ≤ G1-p
 ( f1, f2), то выбороч-

ные дисперсии однородны. Тогда наилучшей оценкой дисперсии вос-
производимости будет средневзвешенная дисперсия 
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с числом степеней свободы fвоспр = N (m – 1). 
Коэффициенты уравнения регрессии определяются по формуле 
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1 . (11.14) 

Поскольку дисперсия среднего в m раз меньше дисперсии единичного 
измерения, т. е. 

 msys 2
воспр

2 )( = , (11.15) 
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то выборочные среднеквадратичные отклонения коэффициентов рас-
считываются следующим образом: 
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mNNm
s

bs
1

2воспр 1)( . (11.16) 

Значимость коэффициентов проверяется по критерию Стъюдента: 
если 
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где tp(f ) — табличное значение критерия Стъюдента для р = 0,05 и 
числа степеней свободы f = N (m – 1), то коэффициент значимо отли-
чается от нуля. 

Адекватность уравнения регрессии эксперименту проверяется по 
критерию Фишера. Дисперсия адекватности равна 
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где l — число значимых коэффициентов в уравнении регрессии. 
Уравнение адекватно эксперименту, если 

 ),( воспрад12
воспр

2
ад ffF

s
s

F p−≤= , (11.19) 

где F1-p (fад, fвоспр) — табличное значение критерия Фишера для р = 0,05 
и чисел степеней свободы fад = N – l и fвоспр = N (m – 1). В противном 
случае для описания результатов эксперимента необходимо увеличить 
порядок аппроксимирующего полинома. 

11.3. Дробный факторный эксперимент. Планы типа 2k-1 

Число необходимых опытов в условиях линейной модели сущест-
венно сокращается при проведении дробных факторных эксперимен-
тов (дробных реплик от ПФЭ). В качестве реплики обычно использу-
ется полный факторный эксперимент для меньшего числа факторов. 
При этом вычисление коэффициентов уравнения и оценка их значи-
мости проводится так же, как и в рассмотренных выше примерах ПФЭ 
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22 и 23. Число опытов в дробной реплике должно быть больше или 
равно числу неизвестных коэффициентов в уравнении регрессии. 

Спланируем дробный факторный эксперимент для получения ли-
нейного уравнения регрессии небольшого участка поверхности откли-
ка при трех независимых факторах: 

 3322110 xbxbxbby +++=
∧

. (11.20) 
Постановка ПФЭ 23 требует проведения 8 опытов. Для решения же 
поставленной задачи можно ограничиться 4 опытами, если в матрице 
планирования ПФЭ 22 (табл. 10, лекция 10) использовать столбец х1х2 
в качестве плана для х3. Матрица планирования такого сокращенного 
эксперимента — ДФЭ типа 23-1, или полуреплики от ПФЭ 23, — пред-
ставлена в табл. 14. 

 Таблица 14 
Матрица планирования ДФЭ типа 23-1 

№ опыта х0 х1 х2 х3 y 
1 +1 –1 –1 +1 y1 
2 +1 –1 +1 –1 y2 
3 +1 +1 –1 –1 y3 
4 +1 +1 +1 +1 y4 

Проведение ДФЭ по предложенной схеме позволяет оценить сво-
бодный член и три коэффициента при линейных членах уравнения 
(11.20), однако при этом они будут являться несмешанными оценками 
теоретических коэффициентов только в том случае, если генеральные 
коэффициенты регрессии при парных взаимодействиях равны нулю. В 
противном случае найденные выборочные коэффициенты будут сме-
шанными оценками теоретических: 
 123313222311 ,, β+β→β+β→β+β→ bbb . (11.21) 

Генеральные коэффициенты не могут быть оценены по отдельно-
сти на основании только 4 опытов, поскольку при этом столбцы для 
линейных членов и парных произведений одинаковы (например, эле-
менты вычисленного столбца для произведения х2х3 в точности совпа-
дут с элементами столбца х1). Чтобы определить, оценкой суммы ка-
ких именно генеральных коэффициентов явяются выборочные коэф-
фициенты, удобно пользоваться генерирующим соотношением 
 213 xxx = , (11.22) 
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в общем случае означающим, какой именно столбец ПФЭ 2k был ис-
пользован в качестве плана для введения (k + 1)-го фактора в ДФЭ. 
При умножении обоих частей (11.22) на x3, получаем 

 321
2
3 xxxx = . (11.23) 

Единичный столбец 
 321 xxxI =  (11.24) 
называется определяющим контрастом и позволяет определить, эле-
менты каких столбцов в расширенной матрице планирования одина-
ковы. Умножая I по очереди на x1, x2 и x3, получаем 
 ,, 313

2
2123232

2
11 xxxxxxxxxxxx ====  

 21
2
3213 xxxxxx == , (11.25) 

в точности соответствующих системе смешанных оценок (11.21). 
При постановке ДФЭ с числом факторов k ≥ 4 в зависимости от 

генерирующего соотношения выборочные коэффициенты регрессии 
оказываются смешанными оценками того или иного сочетания гене-
ральных коэффициентов. Поэтому важно заранее определиться с тем, 
какая информация является наиболее важной в данном исследовании, 
и в зависимости от поставленной задачи подобрать нужную дробную 
реплику. 

Рассмотрим, например, планирование ДФЭ типа 24-1, представ-
ляющего собой полуреплику от ПФЭ 24. В качестве реплики исполь-
зуем ПФЭ 23 (табл. 12). Используем два генерирующих соотношения:  
 3214 xxxx = , (11.26) 

 314 xxx = . (11.27) 
Для соотношения (11.26) определяющим контрастом будет 
 4321 xxxxI = . (11.28) 
Тогда 
 134224312234114321 ,;, β+β→=β+β→= bxxxxbxxxx ; 

 123443214124334213 ,;, β+β→=β+β→= bxxxxbxxxx ; 

 24131342313412124321 ,;, β+β→=β+β→= bxxxxbxxxx ; 

 2314143241 , β+β→= bxxxx . (11.29) 
В реальных задачах влияние тройных взаимодействий обычно равно 
нулю. Следовательно, генерирующее соотношение (11.26) следует ис-
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пользовать, если наибольший интерес представляют оценки для ли-
нейных эффектов. 

Для соотношения (11.27) определяющим контрастом будет 
 431 xxxI = . (11.30) 
Тогда 
 123422432123411431 ,;, β+β→=β+β→= bxxxxxbxxx ; 

 13443141433413 ,;, β+β→=β+β→= bxxxbxxx ; 

 124232342132234121243221 ,;, β+β→=β+β→= bxxxxxbxxxxx ; 

 123242432142 , β+β→= bxxxxx . (11.31) 
Следовательно, дробную реплику с генерирующим соотношением 

x4 = x1x3 следует использовать, если наибольший интерес представля-
ют эффекты парных взаимодействий. 

В общем случае число опытов в дробной реплике должно удовле-
творять следующему соотношению: 

 kNk 21 <≤+ , (11.32) 
где k — число факторов. Если число опытов равно числу определяе-
мых коэффициентов в линейном уравнении регрессии (N = k + 1), 
дробная реплика представляет собой линейный насыщенный план, для 
которого все линейные эффекты смешаны с эффектами взаимодейст-
вия. Число степеней свободы остаточной дисперсии в таких планах 
равно нулю, поэтому для проверки адекватности линейного уравнения 
необходимо проведение дополнительных опытов. 

Итак, рассмотренные двухуровневые планы ПФЭ 2k и ДФЭ 2k-1 об-
ладают следующими свойствами: вычисления просты; все коэффици-
енты регрессии определяются независимо друг от друга и с одинако-
вой и минимальной дисперсией; каждый коэффициент рассчитывается 
по результатам всех опытов. 
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ЛЕКЦИЯ 12 

Оптимизация методом крутого восхождения по поверхности отклика. 
Описание функции отклика в области, близкой к экстремуму. Компози-
ционные планы Бокса-Уилсона. Ортогональные планы второго порядка, 
расчет коэффицентов уравнения регрессии. Метод последовательного 
симплекс-планирования. 

12.1. Оптимизация методом крутого восхождения 
по поверхности отклика 

Задача оптимизации сводится к опытному определению такого со-
четания уровней k факторов (координаты точки в (k+1)-мерном фак-
торном пространстве), при котором достигается максимальное (мини-
мальное) значение выходного параметра y (или нескольких парамет-
ров), т. е. функция отклика системы 

),...,,( 21 kxxxy ϕ=  
принимает экстремальное значение. 

Рассмотрим случай, когда на систему оказывают влияние только 
два фактора (х1 и х2 в безразмерном масштабе). Построим контурные 
сечения y = const поверхности отклика при k = 2 (рис. 3 а). 

Рис. 3. Движение по поверхности отклика (а) к экстремуму 
в традиционном эксперименте и в методе крутого восхождения (б) 

Поиск экстремальной точки поверхности отклика в традиционном 
эксперименте проводится следующим образом. В точке L с известным 
значением у фиксируется один из факторов, например х1, и начинается 
движение из этой точки вдоль оси х2. Движение по х2 продолжается до 
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тех пор, пока не прекращается прирост y (рис. 3 б). В точке М с наи-
лучшим значением выходного параметра фиксируется фактор х2 и на-
чинается движение в направлении оси х1. В точке N со следующим 
наилучшим значением y снова фиксируется х1 и начинается движение 
по х2 и т. д. Очевидно, что путь к экстремуму по ломаной кривой 
LMNR (рис. 3 б) не является оптимальным. 

Кратчайшим, наиболее крутым путем достижения экстремума бу-
дет движение из точки L по градиенту перпендикулярно изолиниям 
y = const (на рис. 3 б этот путь показан пунктирной линией). Для рас-
сматриваемого случая градиент функции отклика равен 
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где 
→
i  и 

→
j  — орты координатных осей. Предполагается, что функция 

ϕ непрерывна, дифференцируема и не имеет особых точек. 
Для реализации метода крутого восхождения Бокс и Уилсон пред-

ложили шаговый метод движения по поверхности отклика. В окрест-
ности точки L ставится эксперимент для локального описания поверх-
ности отклика линейным уравнением регрессии: 

 22110 xbxbby ++=
∧

. (12.2) 
Движение из точки L начинается в направлении градиента линейного 
приближения 
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Для случая, представленного на рис. 3 б, выборочные коэффици-
енты при линейных членах в окрестности точки L имеют разные зна-
ки: b1 > 0, b2 < 0, поэтому при движении к максимуму функции откли-
ка значение х1 увеличивается, а х2 уменьшается. Движение по гради-
енту линейного приближения продолжается до тех пор, пока не пре-
кращается прирост y. В точке с наибольшим значением y (центр пла-
на) ставится новая серия опытов и определяется новое направление 
движения по поверхности отклика. Такой шаговый процесс продол-
жается до достижения области, близкой к экстремуму. 

При постановке опытов величина шага должна быть пропорцио-
нальна произведению коэффициента на интервал варьирования: bj ∆zj. 
Например, при движении из точки L следующий эксперимент ставит-
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ся в точке со значениями x1 и х2, отличающимися от начальных на ве-
личины 2b1∆z1 и 2b2∆z2 соответственно. В общем случае направление 
градиента будет зависеть от выбранного интервала варьирования не-
зависимых факторов. При изменении в n раз интервала варьирования 
некоторого j-фактора величина шага для него меняется в n2 раз, так 
как при этом в n раз изменяется и коэффициент регрессии bj. Инвари-
антными к изменению интервала остаются только знаки составляю-
щих градиента. При увеличении числа рассматриваемых факторов бо-
лее двух оптимизация методом крутого восхождения по поверхности 
отклика проводится аналогичным способом. 

12.2. Описание функции отклика в области, близкой 
к экстремуму. Композиционные планы Бокса-Уилсона 

В области, близкой к экстремуму, (или «почти стационарной об-
ласти») функция отклика существенно нелинейна, поэтому для ее аде-
кватного описания необходимо использовать нелинейные полиномы. 
В настоящее время для этой цели наиболее широко применяют поли-
номы второго порядка, для получения которых имеются хорошо раз-
работанные планы эксперимента. 

Для описания полиномом второго порядка эксперимента, реализо-
ванного для нахождения оптимальных условий процесса, число опы-
тов N в плане должно быть не меньше числа определяемых коэффи-
циентов в уравнении регрессии второго порядка для k факторов 
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Выборочные коэффициенты (12.4) являются оценками соответствую-
щих коэффициентов уравнения теоретической регрессии: 
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В зависимости от числа рассматриваемых факторов число коэф-
фициентов l уравнения регрессии (12.4) определяется по формуле 
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где 2
kC  — количество сочетаний из k факторов по два, равное числу 

эффектов парного взаимодействия. 
В области, близкой к экстремуму, становятся значимыми эффекты 

парного взаимодействия и квадратичные эффекты. Поэтому то, что 
адекватное описание результатов эксперимента требует использова-
ния полиномов второго порядка, может служить признаком нахожде-
ния в почти стационарной области. Близость к этой области можно 
также установить, поставив дополнительно к ПФЭ 2k или ДФЭ 2k-1 се-
рию опытов в центре плана. Среднее значение результатов этих опы-
тов является оценкой для свободного члена уравнения (12.5): 

 0
o β→y . (12.7) 

Выборочный коэффицент b0, вычисляемый по формуле 
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оценивает сумму свободного и квадратичных членов: 
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Поэтому, чем больше разность 
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тем значимее квадратичные эффекты. 
Для описания поверхности отклика полиномами второго порядка 

независимые факторы в планах должны принимать не менее трех раз-
ных значений. Эксперимент, в котором каждый из k факторов рас-
сматривается на трех уровнях и реализуются все возможные сочета-
ния уровней факторов, является ПФЭ типа 3k. В качестве примера в 
табл. 15 представлена матрица планирования ПФЭ 32. 

Проведение ПФЭ 3k требует большого числа опытов, намного пре-
вышающего число определяемых коэффициентов l в уравнении (12.4) 
уже при k > 2: 

k 2 3 4 
3k 9 27 81 
l 6 10 15 
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 Таблица 15 
Матрица планирования ПФЭ 32 

№ опыта х1 х2 y 
1 –1 –1 y1 
2 0 –1 y2 
3 +1 –1 y3 
4 –1 0 y4 
5 0 0 y5 
6 +1 0 y6 
7 –1 +1 y7 
8 0 +1 y8 
9 +1 +1 y9 

Сократить общее число опытов при условии получения несмешан-
ных оценок для линейных эффектов и эффектов взаимодействия мож-
но с помощью композиционных планов Бокса-Уилсона. Ядро таких 
планов при k < 5 составляет ПФЭ 2k, и полуреплика от него при k ≥ 5. 

Если линейное уравнение регрессии оказалось неадекватным экс-
перименту, необходимо: 

1) добавить 2k звездных точек, расположенных на координатных 
осях факторного пространства. Координаты звездных точек в 
общем случае равны 

 ),0...,,0(...,),0...,,,0(),0...,,0,( α±α±α± ,  

где α — расстояние от центра плана до звездной точки, или 
звездное плечо; 

2) увеличить число экспериментов в центре плана n0. 
Общее число опытов в матрице композиционного плана при k ≤ 4 

составляет 

 022 nkN k ++= . (12.11) 

Рассмотрим построение композиционных планов на примере k = 2 
(рис. 4). Точки 1, 2, 3, 4 образуют ПФЭ 22, точки 5, 6, 7, 8 являются 
звездными точками с координатами )0,( α±  и ),0( α± , координаты n0 
опытов в центре плана нулевые — (0, 0). 

Композиционный план второго порядка для двух факторов пред-
ставлен в табл. 16, при этом в центре плана выполнена серия из трех 
опытов (№ 9–11). 
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Рис. 4. Композиционный план второго 
порядка для двух факторов 

 Таблица 16 
Композиционный план второго порядка для двух факторов 

№ опыта 0x  1x  2x  21xx  2
1x  2

2x  y 
1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 y1 
2 +1 +1 –1 –1 +1 +1 y2 
3 +1 –1 –1 +1 +1 +1 y3 
4 +1 –1 +1 –1 +1 +1 y4 
5 +1 +α 0 0 α2 0 y5 
6 +1 –α 0 0 α2 0 y6 
7 +1 0 +α 0 0 α2 y7 
8 +1 0 –α 0 0 α2 y8 
9 +1 0 0 0 0 0 y9 
10 +1 0 0 0 0 0 y10 
11 +1 0 0 0 0 0 y11 

12.3. Ортогональные планы второго порядка, 
расчет коэффицентов уравнения регрессии 

Выбор звездного плеча в композиционных планах Бокса–Уилсона 
может быть произвольным, однако расчеты коэффициентов уравнения 
регрессии при k < 5 существенно упрощаются, если величина плеча 
определяется исходя из следующего уравнения: 

 0)5.0(22 0
124 =+−α+α − nkk k . (12.12) 
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Значения α2, определенные по (12.12), приведены в табл. 17. 

 Таблица 17 
Значения α2 для k факторов и n0 опытов в центре плана 

k  k 
n0 2 3 4  n0 2 3 4 
1 1.00 1.476 2.00  6 1.742 2.325 2.950 
2 1.160 1.650 2.164  7 1.873 2.481 3.140 
3 1.317 1.831 2.390  8 2.00 2.633 3.310 
4 1.475 2.00 2.580  9 2.113 2.782 3.490 
5 1.606 2.164 2.770  10 2.243 2.928 3.66 

Выбрав α, проведем следующее линейное преобразование квадра-
тичных столбцов: 
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Композиционные планы, полученные таким образом, называются ор-
тогональными планами второго порядка. 

Ортогональный план второго порядка при k = 2 и n0 = 1 представ-
лен в табл. 18. За его основу взят композиционный план для двух фак-
торов (табл. 16) с общим числом опытов N = 9. Величину звездного 
плеча определим по табл. 17: α2 = 1, α = 1. Средние значения элемен-
тов квадратичных столбцов в табл. 16 равны 
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В математической статистике доказывается, что для ортогональных 
планов второго порядка все коэффициенты уравнения регрессии оп-
ределяются независимо друг от друга по формуле 
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а дисперсии коэффициентов равны 
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 Таблица 18 
Ортогональный план второго порядка для двух факторов 

№ опыта 0x  1x  2x  21xx  '
1x  '

2x  y 

1 +1 +1 +1 +1 +1/3 +1/3 y1 
2 +1 +1 –1 –1 +1/3 +1/3 y2 
3 +1 –1 –1 +1 +1/3 +1/3 y3 
4 +1 –1 +1 –1 +1/3 +1/3 y4 
5 +1 +α 0 0 +1/3 –2/3 y5 
6 +1 –α 0 0 +1/3 –2/3 y6 
7 +1 0 +α 0 –2/3 +1/3 y7 
8 +1 0 –α 0 –2/3 +1/3 y8 
9 +1 0 0 0 –2/3 –2/3 y9 

Для определения дисперсии воспроизводимости необходимо вы-
полнить серию опытов в центре плана. В результате расчетов по мат-
рице с преобразованными столбцами для квадратичных эффектов 
(табл. 18) получаем следующее уравнение: 
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Чтобы перейти к обычной записи уравнения регрессии в виде 
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определим b0 по формуле 
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с дисперсией, равной 
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Значимость коэффициентов проверяется по критерию Стъюдента. 
Если 
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где tp(f ) — табличное значение критерия Стъюдента для р = 0,05 и 
числа степеней свободы дисперсии воспроизводимости, то коэффици-
ент значимо отличается от нуля. 



 61

Коэффициенты уравнения регрессии, получаемые при помощи ор-
тогональных планов второго порядка, определяются с разной точно-
стью. В случае, когда k ≤ 4, согласно (12.16) имеем 
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После исключения незначимых коэффициентов проводится про-
верка адекватности уравнения по критерию Фишера. Уравнение адек-
ватно эксперименту, если 
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где F1-p (fад, fвоспр) — критерий Фишера для р = 0,05; fад = N – l — число 
степеней свободы дисперсии адекватности (l — число значимых ко-
эффициентов в уравнении регрессии); fвоспр — число степеней свободы 
дисперсии воспроизводимости. 

12.4. Метод последовательного симплекс-планирования 

В рассмотренных выше планах ПФЭ 22 и 23 экспериментальные 
точки располагались в вершинах квадрата и куба соответственно. В 
качестве экспериментального плана можно также использовать регу-
лярный симплекс. Симплексом в k-мерном пространстве называют вы-
пуклый многогранник, имеющий ровно (k + 1) вершину, каждая из ко-
торых определяется пересечением k гиперплоскостей данного про-
странства. Симплекс называется регулярным, если расстояния между 
всеми его вершинами равны. Примерами регулярных симплексов яв-
ляются правильный треугольник в двумерном пространстве и тетра-
эдр в трехмерном. 

На практике планирование эксперимента с использованием регу-
лярных симплексов применяется для решения задач оптимизации при 
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движении к почти стационарной области. Для получения регулярного 
симплекса проводится линейное преобразование уровней факторов 
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где o
jz  — j-я координата центра плана; jz∆  — интервал варьирования 

по j-фактору. 
Оптимизация методом последовательного симплекс-планирования 

проводится следующим образом: исходная серия опытов планируется 
так, чтобы экспериментальные точки образовывали регулярный сим-
плекс в факторном пространстве. После проведения опытов определя-
ется вершина симплекса, соответствующая наихудшим результатам. 
Далее строится новый симплекс, для чего наихудшая точка исходного 
симплекса заменяется новой, расположенной симметрично относи-
тельно центра грани симплекса, находящейся против наихудшей точ-
ки. Новая точка вместе с оставшимися точками образует новый сим-
плекс, центр тяжести которого смещен в сторону повышения качества 
процесса. После реализации опыта в дополнительной точке опять 
проводится выявление наихудшей вершины симплекса и т. д. При 
достижении области оптимума, симплекс начинает вращение вокруг 
вершины с максимальным значением отклика. 

На рис. 5 показаны схемы достижения экстремума поверхности 
отклика методами крутого восхождения и симплекс-планирования на 
примере зависимости целевой функции y от двух факторов. При оп-
тимизации методом крутого восхождения (рис. 5 а) в окрестности 
точки М поставлен ПФЭ 22, движение по градиенту линейного при-
ближения осуществлялось в опытах 5–9. Далее был поставлен новый 
ПФЭ 22 (точки 10–13) с центром в точке 7, в которой было получено 
наилучшее значение y. Движение по новому градиенту (точки 14–15) 
приводит к экстремуму. 

При оптимизации методом симплекс-планирования (рис. 5 б) в ис-
ходном симплексе (точки 1–3) худшей точкой оказалась точка 2. Ее 
зеркальным отражением относительно с1 — центра грани 1–3 — явля-
ется точка 4. В новом симплексе 1, 3, 4 худшей оказалась точка 1, в 
результате ее зеркального отражения получен симплекс 3, 4, 5 и т. д. 
Область оптимума достигается при реализации симплекса 9, 10, 11. 

Хотя оба рассмотренных метода требуют проведения примерно 
одинакового числа опытов, симплекс-планирование имеет ряд важных  
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Рис. 5. Достижение экстремума поверхности отклика 
методами крутого восхождения (а) и симплекс-планирования (б) 

преимуществ: при использовании этого метода параметр оптимизации 
y может измеряться приближенно, достаточно иметь возможность 
проранжировать его величину; можно одновременно учитывать не-
сколько параметров оптимизации; метод не предъявляет жестких тре-
бований к локальной аппроксимации поверхности отклика уравнени-
ем регрессии. 

На практике рекомендуется ориентировать исходный симплекс в 
факторном пространстве следующим образом: центр симплекса сов-
падает с началом координат, одна из вершин лежит на координатной 
оси, а остальные располагаются симметрично относительно коорди-
натных осей, плоскостей и гиперплоскостей (в многомерном случае). 
Тогда координаты вершин симплекса при k = 5 задаются матрицей 
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При k < 5 координаты вершин симплекса определяются частью мат-
рицы (12.25), при этом число столбцов равно числу факторов, а число 
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строк равно k + 1; при k > 5 для каждого добавленного фактора в мат-
рицу (12.25) добавляются соответствующие столбец и строка. В об-
щем случае число опытов в симплексной матрице для k независимых 
факторов N = (k + 1) равно числу коэффициентов линейного уравне-
ния регрессии, т. е. симплексные планы являются насыщенными. 

Если длину стороны симплекса принять равной 1, то 
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Для практического использования матрицы (12.25) ее числовые эле-
менты заранее подсчитаны по формуле (12.26) 
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План эксперимента в безразмерном масштабе для k факторов со-
стоит из k столбцов и k + 1 строки матрицы (12.27). Коэффициенты 
уравнения линейной регрессии 

 ∑
=

∧
+=

k

j
jj xbby

1
0  (12.28) 

вычисляются следующим образом: 

 ∑∑
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Если в одной из вершин симплекса поставить серию параллельных 
опытов и рассчитать дисперсию воспроизводимости, то выборочные 
дисперсии коэффициентов определяются по формуле 
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Следует отметить, что коэффициенты уравнения регрессии, полу-
ченные по симплексному плану, определяются с меньшей точностью 
по сравнению с коэффицентами, полученными при реализации ПФЭ 
2k и ДФЭ 2k-1, для которых 

 Nsbs j /)( 2
воспр

2 = . (12.31) 

После реализации исходного симплекса требуется провести отра-
жение наихудшей точки относительно центра противоположной гра-
ни. Координаты отраженной точки равны: 

 kjxxx l
j

c
j

k
j ...,,2,1,2 )()(2)( =−=+ , (12.32) 

где )(l
jx  — j-я координата наихудшей точки; 2)( +k

jx  — j-я координата 

новой точки, получаемой в результате отражения; )(c
jx  — j-я коорди-

ната центра противоположной грани, определяемая по формуле 
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где )(i
jx  — j-я координата i-й вершины симплекса (i = 1, 2, …, k+1). 

Координаты центра оптимального симплекса (точка S) в почти 
стационарной области находятся следующим образом: 
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