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5.4. Аппроксимации граничных условий


Порядок погрешности решения определяется и порядком аппроксимации граничных условий. Пусть требуется найти решение дифференциального уравнения 
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В частности, если 
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Если разложить функцию 
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Пусть 
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Аналогично в точке 
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Видим, что производные на границе аппроксимируются формулами (5.4.2) и (5.4.3) с первым порядком точности.


Точность аппроксимации производных на границе можно повысить с помощью интерполяционного многочлена Лагранжа.

5.4.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа. 

Приближения функции

Пусть даны основные системы 
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Таким образом требуется аппроксимировать функцию 
[image: image45.wmf])

(

x

f

 полиномом 
[image: image46.wmf])

(

x

Q

.

Интерполяция функций. Считается, что 
[image: image47.wmf])

(

x

f

 и 
[image: image48.wmf])

(

x

Q

  близкими (имеющими малое отклонение), если они совпадают на заданной системе точек 
[image: image49.wmf]n

x

x

x

...

,

1

0

. 
[image: image50.wmf])

(

)

(

i

i

x

f

x

Q

=

,  
[image: image51.wmf]n

i

,...

,

1

 

0

=

.


Полином 
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Определитель этой системы называется определителем Вандермонда.

Полином 
[image: image56.wmf]),

(

)

(

x

L

x

Q

n

º

 коэффициенты которого определяются системой (5.4.5), называется интерполяционным полиномом Лагранжа для 
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При различных степенях 
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Пример. Построить интерполяционный полином 
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В качестве примера рассмотрим  полином второй степени (
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5.4.2. Погрешность интерполяции

Пусть 
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где 
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 Здесь 
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Оценим погрешность интерполяции в текущей точке 
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И оценим максимальную погрешность интерполяции на всем отрезке 
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Пример: Оценить погрешность приближения функции 
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Погрешность в точке 
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А максимальная  погрешность на всем отрезке 
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Погрешность линейной интерполяции

Оценка погрешности интерполяции в текущей точке 
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И оценка максимальной погрешности интерполяции на всем отрезке 
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Следовательно, линейная интерполяция имеет второй порядок точности.


Для аппроксимации граничных условий (5.4.1) воспользуемся квадратичным полиномом  Лагранжа по трем точкам отрезка
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аналогично для производной на границе 
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Формулы (5.4.10), (5.4.11) аппроксимируют первые производные на границе со вторым порядком точности.


А вторые производные на границе аппроксимируются с первым порядком точности
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Таким образом, первые и вторые производные на границе аппроксимируются формулами (5.4.10)-(5.4.13).
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