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2. Основные методы решения нелинейных уравнений
2.1. Методы, требующие задания интервала поиска корня

Проблема выбора достаточно точного нулевого приближения, обеспечивающего сходимость итераций описанных выше методов, для некоторых уравнений становится трудноразрешимой. Зато часто можно легко указать интервал, в котором ожидается корень уравнения. Поэтому широко используются методы, основанные на за​дании интервала поиска, к которым относятся метод половинного де​ления и метод хорд.

Суть метода  половинного  деления (бисекции)  заключается в том,  что интервал,  на котором находится корень, последовательно делится пополам.  Знак левой части уравнения в середине интервала сравнивается со знаком на его границах.  Далее,  в среднюю  точку переносится та граница,  где знак левой части уравнения совпадает со знаком на середине интервала; при этом интервал поиска умень​шается в два раза. Затем все повторяется.  Итерации продолжаются до тех пор, пока ширина интервала не станет меньше заданной погрешности 
[image: image1.wmf]x
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, а значение левой части уравнения на середине интервала не бу​дет по абсолютной величине меньше погрешности 
[image: image2.wmf]F
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. Тогда за иско​мый корень принимается середина интервала.

Метод обладает высокой надежностью и позволяет найти корни уравнений, не решаемых методами простых итераций и Ньютона.

2.2. Методы, требующие задания нулевого приближения

Методы, требующие задания нулевого приближения, работают по следующей схеме. Задается нулевое приближение корня 
[image: image3.wmf]0

x

, затем, по некоторой итерационной формуле находится первое приближение, по нему - второе и т.д.
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Итерации выполняются до тех пор, пока не будет выполняться условия:


[image: image5.wmf];

x

x

x

1

k

k

e

<

-

-








(2a)
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где 

[image: image7.wmf]x
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 - заданная абсолютная погрешность определения корня; 


[image: image8.wmf]F
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- заданная погрешность невязки левой части уравнения с нулем. 

Из методов этого типа наиболее распространены методы простых итераций и Ньютона.
Метод простых итераций применим для уравнений, которые можно привести к виду
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из которого вытекает итерационная формула:
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(4)
Итерации выполняются по ней до тех пор, пока не будет выпол​няться условие (2a). Условие (2b) в этом методе не может быть использовано.

Итерационный процесс сходится к значению корня, если на ин​тервале итераций выполняется условие:
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Метод Ньютона является наиболее быстро сходящимся и поэтому одним из наиболее используемых.

Суть метода основана на том, что левая часть уравнения 
[image: image12.wmf]0
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 линеаризируется по вычисленным значениям самой левой части 
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 и ее первой производной 
[image: image15.wmf])

x

(

F

1

k

-

¢



[image: image16.wmf]x
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и находится корень полученного линейного уравнения
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который и принимается за следующее приближение 
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Это приводит к итерационной формуле:
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(7)

Итерации выполняются из заданного нулевого приближения 
[image: image20.wmf]0

x

 до тех пор, пока не будут выполняться условия (2). Блок-схема алгоритма метода Ньютона приведена на рис. 5.2.

Метод Ньютона в своем классическом варианте не всегда сходится. Итерации сходятся к значению корня лишь тогда, когда на интервале итераций знаки первой и второй производных от левой части уравнения не изменяются. Для других случаев существуют спе​циальные разновидности метода Ньютона с более сложными алгоритмами. 

Простым и эфффективным способом добиться сходимости во многих случаях  является ограничение ньютоновского приращения. Если величина приращения на k-той итерации
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получается больше  некоторого задаваемого предельного значения 
[image: image22.wmf]max
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, то оно искусственно ограничивается этой величиной:
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При ограничении знак приращения 
[image: image24.wmf]max
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 должен быть выбран равным знаку приращения  
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Лекция 5. Решение систем нелинейных уравнений
В которой, рассмотренные выше,  методы Ньютона и итераций обобщаются на случай систем нелинейных уравнений.  
Ниже ограничимся рассмотрением метода итераций и метода Ньютона, которые относятся к числу основных.

5.1. Метод итераций

Предполагается, что система уравнений представлена в виде
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(5.1)

где 
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, - непрерывно дифференцируемые функции переменных 
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 в области D, содержащей решение системы (5.1). Обозначив через 
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, систему (5.1) можно представить в более удобном для изложения виде
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Пусть 
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, - некоторое приближение к искомому решению. Тогда вычислительный процесс, организуемый по формуле 
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(5.2)

где к = 0, 1, 2, … называется методом итераций. Если при вычислении очередной координаты  к+1 – го приближения использовать вычисленные перед этим значения предыдущих координат этого же приближения, получим модификацию, называемую методом Зейделя. В ней алгоритм вычислений описывается следующим образом
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При определенных условиях метод итераций (5.2) сходится к точному решению системы (5.1). Установим эти условия, используя, как и выше, понятие сжимающего отображения.

В n-мерном пространстве 
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 набор функций 
[image: image36.wmf])
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 определяет некоторое непрерывно дифференцируемое отображение. Выше (см. Лекция 3) было показано, что сходимость итерационной последовательности обеспечивается сходимостью образующего ее отображения.

Пусть 
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 - произвольные точки 
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, оценим 
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. Предположим, что величина 
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 достаточно мала и в тейлоровских разложениях функций 
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 в точке 
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 позволительно ограничиться величинами первого порядка малости. Тогда 
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где
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(5.3)

- матрица Якоби системы функций 
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Если 
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 в области D, отображение 
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является сжимающим и есть основания считать, что итерационный процесс (5.2) сходится к решению системы (5.1). Более определенно это формулируется в виде следующей теоремы:

Пусть в области D система (5.1) имеет, по крайней мере, одно решение, принадлежащее ее внутренней части и норма якобиевой матрицы в замыкании 
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 области D меньше единицы. То есть,
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]$

 такое 
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf])
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. Тогда в области D система (5.1) имеет решение и  итерационный  процесс  (5.2)  сходится  к  одному  из  решений при любом

выборе начального приближения 
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Погрешность к-го приближения, как и ранее (см. Лекция 3), можно оценить соотношением
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Замечание. Нередко исходная система уравнений бывает представленной в неявной форме
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(5.4)

где якобиан системы 
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Тогда для приведения (5.4) к виду (5.1), обеспечивающему сходимость, можно использовать соображения, аналогичные высказанным выше (см. Лекция 4). А именно, умножим обе части (5.4) на некоторую неособенную квадратную матрицу А
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и потребуем, чтобы
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Из этого соотношения можно определить коэффициенты матрицы А. Если это сделать затруднительно для всей области D, то указанную операцию можно производить пошагово на каждом шаге итерационного процесса. 

Поясним это на примере двух уравнений
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Обозначим 
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Тогда система (5.1) принимает вид
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Отсюда 
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Зададим далее, 
[image: image66.wmf]1
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 и потребуем, чтобы 
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Отсюда, по правилу Крамера, например,
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Аналогичным образом, потребовав
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Найдем с и d. 

Проводя указанные преобразования на каждом шаге итерационного процесса, тем самым создаем условия для сходимости его со скоростью 
[image: image71.wmf]a

 в целом.

5.2. Метод Ньютона

В принципиальном плане он представляет собой обобщение ранее рассмотренного метода касательных.

Предположим, что исходная система уравнений имеет вид (5.4) или в свернутом виде
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Пусть 
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,- некоторое приближение к решению. Разложим левые части (5.4), (5.41) по формуле Тейлора, ограничиваясь учетом малых первого порядка. В результате этого, получим
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или, в более удобном, матричном виде
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и на основе этого соотношения формируется вычислительный процесс
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который и называется методом Ньютона.
Если последовательность 
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 сходится к некоторому вектору x, то он очевидно, и является решением системы (5.41). Действительно, в этом случае из (5.5) следует
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откуда, в силу 
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Вопросы сходимости последовательности (5.5) могут быть изучены также, как в п. 5.2. Достаточным для реализации метода в области D, содержащим решение, является требование 
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Метод конечных разностей для решения уравнений математической физики

Разберем приближенный метод решения задачи который с практической точки зрения является достаточно популярным: метод конечных разностей, или метод сеток.

Вместо производных в уравнении теплопроводности используют разности по формулам: 
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подобным образом запишем[image: image87.png]uxh) wX,t+0ouX, b oo 7.
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- прямые, которые формируют треугольник (рис. 33.1).
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Рис. 33. 1
 

На его нижней и двух боковых сторонах определены значения начальной функции[image: image90.png]ulx,t)



. Наложим на прямоугольник сетку, которую образуют прямые:
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Числа[image: image92.png]


и[image: image93.png]


именуют шагами сетки по направлению[image: image94.png]


и[image: image95.png]


, соответствено, точки пересечения прямых называют узлами сетки. Далее для их обозначения будем использовать[image: image96.png](i, k)



. Прямые[image: image97.png]


носят название сетчатых слоев. Найдем прилиженные значения решения в узлах сетки.

Запишем[image: image98.png]ulih, kt)=u,



и используем вместо уравнения[image: image99.png]


соответствующее ему уравнение в конечных разностях в точке[image: image100.png](ih,kT):
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На основе этого определим[image: image102.png]U ey




 

(33.26)
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Итак, при определенных трех значениях на[image: image104.png]


-м слое:
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можно найти значение[image: image106.png]U; iy



на[image: image107.png](k+




-м слое.

Известны значения[image: image108.png]ulx,t)



на прямой[image: image109.png]



 

[image: image110.png]u(x,0)=@x).




 

Это говорит о том, что на сеточном слое[image: image111.png]ulx,t)



в узлах сетки. С помощью метода интерполяции могут быть найдены приближенные значения[image: image112.png]ulx,t)



между узлами сетки.

Очень большой шаг[image: image113.png]


делает вычисления неустойчивыми, таким образом требуется выполнение следующего условия:[image: image114.png]U; iy



становится менее комплексной при выборе
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