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5.2. Канонические формы уравнений в частных производных второго порядка
Уравнением с частными производными второго порядка с двумя независимыми переменными
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Уравнение называется линейным относительно старших производных, если оно имеет вид:
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Если коэффициенты 
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Рис. 5.1
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 Преобразуя производные к новым независимым переменным 
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аналогично
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Для смешанного производного имеем
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Теперь все эти производные поставляя в уравнение (5.2.1) имеем
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Так как вторые производные не входят в 
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Таким образом, задача выбора переменных 
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То  (5.2.5) превращается в обыкновенное дифференциальное уравнение
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характеристическое уравнение для (5.2.1).


Из уравнения (5.2.6) следует
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Из (5.2.7) имеем 
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Уравнение (5.2.1)
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Уравнение (5.2.1) будет являться уравнением гиперболического, эллиптического, параболического типа в области D, если оно гиперболично,
 эллиптично, параболично в каждой точке этой области.
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Из которого следует инвариантность типа уравнения при преобразовании переменных, так как Якобиан 
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Для каждого типа уравнений существует своя каноническая форма. Термин каноническая форма заимствована из теории кривых второго порядка.

5.2.1. Каноническая форма для уравнения гиперболического типа
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Тогда 
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это первая каноническая форма уравнения гиперболического типа. Уравнению гиперболического типа придадим другой вид. Для (5.2.9) можно ввести другие переменные 
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вторая каноническая форма гиперболического типа уравнения в частных производных.

Пример. Привести уравнение к каноническому виду
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Выбираются  переменные 
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 т.е.   
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 -  вторая каноническая форма гиперболического уравнения.

5.2.2.Каноническая форма уравнения параболического типа
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Тогда из уравнения (5.2.4) вытекает 
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тогда получается следующее уравнение параболического типа в канонической форме
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5.2.3. Каноническая форма уравнения эллиптического типа
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Находятся производные  
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так как комплексное число равно нулю, то и составляющие его части равны нулю 
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И из формулы (5.2.4) получается
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Формулой (5.2.13) определяется каноническая форма эллиптического типа уравнения в частных производных.


Пример. Привести к каноническому виду уравнение
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, следовательно, уравнение эллиптического типа. Выбираются новые координаты, связанные с поворотом координатных осей (рис. 5.2)
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Рис. 5.2
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Теперь все эти производные поставляются в исходное уравнение и получается
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И так, в зависимости от знака выражения  
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5.2.4. Алгоритм приведения уравнения к канонического виду
 Определить тип линейного уравнения в частных производных второго порядка
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Вводится новая система координат 
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Уравнение координатной линии  
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1. Составляем характеристическое уравнение для (5.2.15).
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Из уравнения (5.2.16) следует
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В зависимости от знака выражения  
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 имеют место следующие канонические формы уравнения (5.2.15):
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 Функции 
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· в случае уравнения гиперболического типа в качестве 
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· в случае уравнения параболического типа в качестве 
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· в случае уравнения эллиптического типа в качестве 
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2. Пересчитываются все производные, входящие в уравнение (5.2.14), используя правило дифференцирования сложной функции:
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Подставляются найденные производные в исходное уравнение (5.2.14) и приводятся подобные слагаемые. В результате уравнение (5.2.14) примет один из следующих видов:

· в случае уравнения гиперболического типа:
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· в случае уравнения параболического типа:
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· в случае уравнения эллиптического типа:


[image: image313.wmf](

)

0

,

,

,

,

1

=

+

+

h

x

h

x

hh

xx

U

U

U

F

U

U

.

5.2.4.1  Задача 1
Определить тип уравнения 
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и привести его к каноническому виду.

Решение:
1. Составляем характеристическое уравнение для (5.2.15-1).
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       Из уравнения (5.2.16-1) следует
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      Так как 
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, уравнение (5.2.15-1) гиперболического типа имеет вид 
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 Функции 
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Найдем частные производные 
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2. Пересчитываются все производные, входящие в уравнение    (5.2.15-1), используя правило дифференцирования сложной функции (5.2.20):       
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Здесь слева написаны коэффициенты уравнения (5.2.15-1) при соответствующих производных. Справа (5.2.15-1) имеем 
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Собирая подобные слагаемые, получим:
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Или после деления на   -100 (коэффициент при 
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Вывод. Уравнение (5.2.15-1) является уравнением гиперболического типа на всей плоскости XOY. Канонический вид
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5.2.4.2  Задача 2

Определить тип уравнения 
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                         (5.2.15-2)
и привести его к каноническому виду.

Решение:
1. Составляем характеристическое уравнение для (5.2.15-2).
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 Вычисляется выражение 
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, следовательно имеем уравнение параболического типа во всей плоскости XOY.
       Из уравнения (5.2.16-2) следует
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            Имеем только одно уравнение характеристик  (уравнения параболического типа имеют только одно семейство вещественных характеристик)                  
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 Введём характеристические переменные: одну из переменных 
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а в качестве функции 
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   берут произвольную, дважды дифференцируемую функцию, не выражающуюся через 
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Найдем частные производные 
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        2. Пересчитаем производные, входящие в исходное уравнение      (5.2.15-2).

Используя формулы (5.2.20), получим:
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 Собирая подобные слагаемые, получим:
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Или после деления на   25 (коэффициент при 
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Вывод. Уравнение (5.2.15-2) является уравнением параболического типа на всей плоскости XOY. Канонический вид
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5.2.4.3  Задача 3

Определить тип уравнения 
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и привести его к каноническому виду.

Решение:
1. Составляем характеристическое уравнение для (5.2.15-3).
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Вычисляется выражение
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, следовательно имеем уравнение эллиптического типа во всей плоскости XOY.       

Из уравнения (5.2.16-3) следует
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это пара комплексно-сопряженных уравнений. Они имеют пару комплексно-сопряженных общих интегралов. (Уравнения эллиптического типа не имеют вещественных характеристик) 
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 Введём характеристические переменные как вещественную и мнимую части одного из общих интегралов:
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Найдем частные производные 
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2. Пересчитаем производные, входящие в исходное уравнение     (5.2.15-3).

Используя формулы (5.2.20), получим:
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Здесь слева написаны коэффициенты уравнения (5.2.15-3) при соответствующих производных. Справа (5.2.15-3) имеем 
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Собирая подобные слагаемые, получим:
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Вывод. Уравнение (5.2.15-3) является уравнением эллиптического типа на всей плоскости XOY. Канонический вид уравнения
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5.3. Уравнение Лапласа в полярной системе координат

Уравнение Лапласа в декартовой системе координат
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запишем функцию 
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 в полярной системе координат. Связи между координатами следующие
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Пользуясь формулами (5.2.3) запишем связи между производными
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Найдем производные 
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Теперь выражения (5.3.2) и  (5.3.3) почленно  сложим
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Таким образом после почленного   сложения (5.3.2) и  (5.3.3), слева имеем уравнение Лапласа в декартовой системе координат  
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