Лекции модуль 1
Лекция 1.

Линейная алгебра

1. Что такое матрица?   Матрицей  порядка  n х m  называется прямоугольная таблица чисел, состоящая  из  n строк и  m столбцов. У элемента матрицы  
[image: image319.png]


, первый индекс  i – номер строки, второй индекс    k – номер столбца. Обозначение:   
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2. Что такое определитель?    Это число, составленное из элементов квадратной матрицы по определенному правилу.  Обозначение: 
[image: image4.wmf]A
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  или вертикальные линии с обеих сторон матрицы.
3. Как вычисляется определитель матрицы 2 порядка?     Он равен произведению элементов главной диагонали минус произведение элементов побочной диагонали.  
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf]=  
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4. Что такое минор матрицы?     Минором  
[image: image10.wmf]ik
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 квадратной  матрицы   A  называется определитель матрицы, полученный из А путем вычеркивания  i – ой строки и  k – ого столбца.     

5. Что такое алгебраическое дополнение?   Алгебраическим дополнением   
[image: image11.wmf]ik

A

 матрицы  А  называется соответствующий минор  
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, умноженный на знаковый множитель:  (–1) в степени номер строки плюс номер столбца:                              
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6. Чему равен определитель квадратной матрицы с совпадающими или пропорциональными элементами строк или столбцов?   Нулю.
7. Как изменится значение определителя квадратной матрицы, если элементы одной строки прибавить к элементам другой строки?   Никак.
8. Прочитайте теорему разложения определителя по элементам строки или cтолбца.       Всякий определитель можно представить как сумму элементов любой строки (столбца) 
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, умноженных на соответствующие алгебраические дополнения 
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   (по k – ому столбцу).

9. Что такое - основная матрица  СЛАУ ?        Это матрица, составленная из коэффициентов системы уравнений 
[image: image21.wmf]ik
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, где  i  - номер уравнения, k   - порядковый  номер неизвестной величины 
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10. Что такое – расширенная матрица СЛАУ  ?    Это основная матрица системы с дополнительным столбцом из свободных членов системы  
[image: image24.wmf]i
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.   Обозначение  (A|B)   или  
[image: image25.wmf]A

.
Пример 1. Для данной системы уравнений записать основную матрицу А, расширенную матрицу (A|B), вектор-столбец свободных членов В, вектор –столбец неизвестных величин Х
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11. Какие СЛАУ называются равносильными?             Если их решения совпадают.
12. Перечислите преобразования, которые переводят СЛАУ в равно-сильную систему.  1) уравнения меняются местами;  2) любое уравнение умножается на  произвольное ненулевое число;  3) одно уравнение прибавляется к другому. 
13. Какими могут быть СЛАУ?  Определенными и неопределенными; совместными и несовместными.  а) Совместные  определенные имеют одно решение;  б) Совместные  неопределенные – бесконечное множество решений;   в) У несовместных нет решений.
14. Дайте определение линейно зависимой системы уравнений.   СЛАУ  линейно зависима, если хотя бы одно из уравнений можно представить как сумму остальных уравнений системы с некоторыми коэффициен-тами. В этом случае реальное число уравнений меньше числа неизвес-тных и система  становится неопределенной. 
      Пример 2.     (A|B) =    
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Здесь 3-е уравнение есть сумма 1- ого и 2- ого  уравнения  
[image: image37.wmf]Þ

 систем линейно зависима. Вычтем из 3-его уравнения 1- ое и 2- ое и получим нулевую строчку, т.е. в  равносильной системе оказывается только два уравнения для трех неизвестных.

15. Дайте определение ранга матрицы.                      Это максимальное число линейно независимых строк матрицы.  Обозначение  r(A).

        В примере 2  r(A|B) = 2.

16. Как установить – является ли система определенной или неопределенной?   Если определитель основной квадратной матрицы не равен нулю (
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]¹

0),  то система определенная, совместная и имеет единственное решение.  Если определитель равен нулю  (
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= 0), то система неопределенная. 
В примере 2 определитель основной матрицы 
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  разложим по элементам третьей строки и получим 0   
[image: image42.wmf]Þ

 систем неопределенная  - для трех неизвестных имеем два уравнения.
17. Как происходит разделение неопределенных систем уравнений на совместные и несовместные?  Система уравнений совместная, если ранги основной и расширенной матриц  совпадают   r(A) = r(A|B) < n  и несовместная, если ранги не совпадают  r(A) 
[image: image43.wmf]¹

 r(A|B).

       В примере 2 у обеих матриц  А и (A|B) нижняя строка состоит из 0 и поэтому r(A) =r(A|B) = 2 
[image: image44.wmf]Þ

система совместная. Если в исходной системе вместо свободного члена 
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 поставить число 5, то r(A) =2 
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 r(A|B) =3 и нижнее уравнение принимает вид  0 = 1, т.е. система несовместная и решений не имеет.
18.  В каком виде записывают решения квадратной СЛАУ формулы Крамера ?    
           В виде отношения двух определителей: 
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        (i = 1,2,3, . . .,n), где n – число уравнений. В знаменателе стоит определитель основной матрицы  системы  
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 – определитель матрицы, полученной из  основной матрицы  А путем замены  i – ого столбца элементов на столбец из свободных членов 
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В примере 1 
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18. В чем основная идея решения СЛАУ методом Гаусса?  Путем элементарных преобразований представить расширенную матрицу  системы уравнений  в ступенчатой форме, когда все элементы ниже главной диагонали обращены в нуль. Тогда нижнее уравнение принимает вид:  
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1.  
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 0 , тогда решение существует и единственно:  хn   = 
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2.  
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  0,  система несовместна, решений нет.
3.  
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В примере 1, где  (A|B) = 
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 верхнюю строку умножим на  -2  и прибавим к нижней строке   (A|B) = 
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. Нижняя строка означает   
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19. Что означает равенство двух матриц А и В одинаковой размерности?     Равенство соответствующих элементов  
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20. Что означает сумма двух матриц одинаковой размерности?  

Сумму соответствующих элементов.          С = А + В = || 
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21. Правило перемножения двух матриц.         
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  «строка на столбец».  Элементы указанной строки умножаются на соответствующие элементы указанного столбца и полученные результаты складываются.
           Пример.    
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        Число столбцов матрицы А должно равняться числу строк  матрицы  В. В большинстве случаев  
[image: image84.wmf].
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22. Определение единичной матрицы.  Элементы главной диагонали  1 , а остальные 0. Обозначение Е.  Свойство умножения  АЕ = А.
Пример.        
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23. Дайте определение обратной матрицы.       Одна матрица (А-1) наз. обратной для другой (А), если их произведение равно единичной матрице      А-1 А  =  A А-1  =  Е.
24. Как записывается элемент обратной матрицы?      Элемент обратной   матрицы  
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 равен  алгебраическому дополнению 
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 матрицы  А, деленному на  
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    (индексы поменяли места).
25. Как производится матричная запись СЛАУ?  Соотношением А Х = В , где  А – основная матрица системы,  Х -  вектор-столбец из неизвестных  величин 
[image: image95.wmf]i
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, В – вектор столбец из свободных членов  
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26. Как записываются решения СЛАУ в матричном методе?  Обе части равенства АХ = В умножим на 
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   Х = 
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 В, т.е. вектор-столбец из неизвестных величин равен произведению обратной матрицы на вектор-столбец из свободных членов.
Лекция 2. 
Векторная алгебра
Конспект обзорной лекции по теме «Векторная алгебра»
1. Дайте определение вектора.  Геометрическим вектором  наз. направленный отрезок, т.е. отрезок прямой, характеризующийся длиной и направлением.
2. Почему вектора наз.  свободными?   Это геометрический объект без определенного местоположения, так как при параллельном переносе длина и направление вектора не меняется.
3. Дайте определение компланарных и коллинеарных векторов. Коллинеарными наз. векторы, расположенные на одной прямой или на параллельных прямых, а компланарными  -  векторы, расположенные в одной плоскости или  в параллельных плоскостях.
4. Как происходит стыковка двух векторов при их сложении по правилу треугольника и по правилу параллелограмма?    Конец одного совмещается с началом другого - правило треугольника. Совмещение начал обоих  векторов – правило параллелограмма.
5. Запишите условие коллинеарности двух векторов, объясните его смысл. 
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. Равенство в формуле означает, что вектора  
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 и 
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 имеют одинаковое или противоположное направление, а их длину выравнивает коэффициент k .
6. Линейная зависимость векторов на плоскости и в пространстве.

Имеем три неколлинеарных вектора на плоскости 
[image: image107.wmf]m
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. Совмещаем их начала и строим параллелограмм с главной диагональю  
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По правилу сложения векторов 
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- некоторые коэффициенты. Следовательно,  
[image: image118.wmf]b

y

a

x

m

+

=

, т.е. любой вектор на плоскости можно представить как сумму двух неколлинеарных векторов с некоторыми коэффициентами. Аналогично, любой вектор в пространстве можно представить как сумму трех некомпланарных векторов с некоторыми коэффициентами 
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7. Как формируются базисы на плоскости и в пространстве? Базисом на плоскости могут быть два любые неколлинеарные вектора, взятые в определенном порядке, а базисом в пространстве - три любых некомпланарных  вектора, взятых в определенном порядке. 
8. Что такое координаты вектора?    Координатами вектора в данном базисе наз. коэффициенты разложения этого вектора по векторам базиса.  Равенство 
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) являются координатами вектора 
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 в этом базисе, т.е. 
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= { x; y; z }. В другом базисе будет другой набор коэффициентов разложения вектора  
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9. Что такое орты   
[image: image127.wmf]k
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?        Три взаимно перпендикулярных вектора единичной длины (рис.1).  Они задают направление осей  
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 в прямоугольной системе координат и являются самыми популярными базисными векторами.
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10. Правило сложения векторов с помощью координат.     Сложение двух векторов 
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 означает сложение соответствую-щих  координат  
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. Умножение вектора на число k  приводит к увеличению его координат в  k раз 
[image: image134.wmf]}

;

;

{

z

y

x

ka

ka

ka

a

k

=

                 

11. Как вычисляется модуль вектора 
[image: image135.wmf]}
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?  Он равен квадрат-ному корню от суммы квадратов координат:  
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12. Дайте определение координат точки  М  в прямоугольной системе координат.

Это численные значения расстояний от начала координат до проекций точки на оси координат - x, y, z. Проекцией точки  М  на ось l  наз. основание перпендикуляра ММ*, опущенного из точки  М  на  l  (рис.2).
13. Как вычисляются координаты вектора, заданного двумя точками?  Координаты конца минус координаты начала: 
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, где А - начало, а  В - конец вектора.
14. Что такое проекции вектора  
[image: image139.wmf]AB

  на произвольную ось l ?  (рис.3)
Это длина отрезка A*B*, полученного в результате проектирования точек   A  и   B  на ось  l , взятая со знаком  «+» , если направления вектора и оси совпадают и со знаком «-» в противном случае, т.е.  Прl
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15. Геометрический смысл координат вектора. 
      Это проекции вектора на оси координат. 
16. Дайте определение радиус вектора и его важнейшего свойства.    Радиусом-вектором точки М наз. вектор 
[image: image143.wmf]OM

 проведенный из начала координат в точку М. Координаты точки М(x,y,z) и её радиус-вектора 
[image: image144.wmf]OM

={x - 0; y - 0; z - 0}={x; y; z} совпадают (рис.1).
17. Как задается направление вектора через координаты?  
С помощью направляющих углов 
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 между вектором и осями координат 
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. Для вычисления косинусов направляющих углов  координаты вектора  
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18. Дайте определение скалярного произведения двух векторов.       Это число, равное  произведение длин векторов на косинус угла между ними:  
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19. Как вычисляется угол между двумя векторами ?  Косинус угла равен скалярному произведению векторов, деленному на произведение их модулей :                                    
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20. Как записывается скалярное произведение двух векторов 
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  в координатной форме?  
Оно равно сумме произведений соответствующих координат: 
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21. Условия параллельности и перпендикулярности двух векторов 
[image: image158.wmf]a
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. 
Если 
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, то координаты векторов  пропорциональны  
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Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image164.wmf]^
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, то их скалярное произведение равно нулю 
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= 0,    т.к.   Cos 900   =  0.
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22. Дайте определение векторного произведения двух векторов.    Векторным произведением  двух векторов  
[image: image169.wmf]a

 и 
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   наз. третий вектор  
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, который: 1) перпендикулярен  первым двум векторам  ( 
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); 2) его модуль равен произведению их модулей и синуса угла между ними  (|
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 | = |
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|);    3) векторы   
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   образуют правую тройку, т.е. кратчайшее вращение  от  
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  к  
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  идет против часовой стрелки при взгляде навстречу  
[image: image189.wmf]c

.
23. Смысл антипереместительного  закона.         При перестановке местами векторов в векторном произведении, знак его меняется: 
[image: image190.wmf]b
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, т.к. по правилу правой тройки вектору   
[image: image194.wmf]c

  приходится менять направление на противоположное.

24. Геометрический смысл векторного произведения.         Модуль векторного произведения – это площадь параллелограмма  (S1) или удвоенная площадь  треугольника  (S2), построенных на векторах  
[image: image195.wmf]a

 и 
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25. Как записывается векторное произведение в координатной форме? Оно равно символическому определителю 3 порядка, где первую строку занимают орты, а остальные строки координаты векторов.
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26. Дайте определение смешанного произведения трех векторов  
[image: image207.wmf]a

,
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 ,
[image: image209.wmf]c

.    Это сочетание векторного и скалярного произведений   (
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х
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)
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. В результате векторного произведения 
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 получают четвертый вектор и затем скалярно умножают его на вектор 
[image: image215.wmf]c

. Символы умножения можно менять местами и поэтому их можно не обозначать (
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. Перестановка местами двух соседних векторов меняет знак произведения.

27. Геометрический смысл смешанного произведения. Смешанное произведение определяет объемы параллепипеда (V1) и треугольной пирамиды (V2), построенных на векторах 
[image: image222.wmf]a
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28. Как записывается условие компланарности трех векторов и почему?  Их смешанное произведение равно нулю (
[image: image231.wmf]a
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[image: image233.wmf]c

= 0), т.к. высота пирамиды из трех векторов, лежащих в одной плоскости рана нулю, так же как и её объем. 

29. Как записывается смешанное произведение в координатной форме?  Оно равно определителю  3 порядка, строками которого являются координаты вектора.
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Лекция 3.
Аналитическая геометрия

1. Объясните основную идею аналитической геометрии.   Геометрические объекты описывать не циркулем и линейкой, а с помощью уравнений.
2. Укажите тип алгебраических уравнений, описывающих линии на плоскости. Уравнение с двумя переменными величинами  F(x,y) = 0 . Его решение любая упорядоченная пара чисел (x ,y ), которая обращает это уравнение в верное равенство. Как правило, число решений - бесконечное множество, т.к. х  назначаем, а  y  вычисляем из уравнения. 
3. В какой момент совершается переход от алгебры к геометрии. Когда  паре чисел, образующих решение уравнения (x ,y), сопоставляется точка на координатной плоскости.
4. Почему возможен переход от геометрической линии к алгебраическому уравнению?  Т.к. линии на плоскости являются геометрическим местом точек (г.м.т.), обладающих общим свойством.   
5. Алгоритм перехода от геометрической линии к алгебраическому уравнению.      1) Обозначим через M(x,y)  произвольную точку  линии;    2) Запишем равенством общее свойство всех точек линии;  3) Переход к координатной форме этого равенства, которое должно включать текущие координаты (x,y) точки   M  и другие параметры задачи.
           Пример. Вывод уравнения окружности.

[image: image309.png]


1)
   2)Общее свойство: все точки окружности равноудалены от центра, т.е.   |OM| = R.
           3) Переход к координатам
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6. Перечислите геометрические способы задания прямой l на плоскости. Задать две точки на плоскости.  Задать опорную точку   M0(x0 ,y0 )  и направляющий вектор a || l или нормальный вектор n
[image: image239.wmf]^

l .   Задать одну точку и угол наклона к оси Ox (см. рис.).
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7. Как записывается общее уравнение прямой на плоскости, каноническое уравнение,  уравнение прямой проходящей через две точки, уравнение прямой в отрезках, уравнение прямой с заданной точкой и нормальным вектором, уравнение прямой с угловым коэффициентом,  уравнение пучка прямых ?
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A(x – x0) + B(y – y0)  =  0,  y = kx + b ,    
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8. Как связаны координаты направляющего и нормального вектора прямой на плоскости?   Если нормальный вектор n = {A;B} и 
[image: image246.wmf]0
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,   то направляющий вектор a ={1/A;–1/B}. В общем случае n a = 0 . Угловой коэффициент 
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это тангенс угла наклона прямой к осиОх.

9. Как определяется точка пересечения двух прямых и угол между ними?  Координаты точки пересечения дает решение системы уравнений, определяющих эти прямые. Угол между ними равен углу между их нормальными векторами: 
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10. Перечислите условия параллельности и перпендикулярности двух прямых. Если l1 || l2 , то коэффициенты уравнений пропорциональны  
[image: image249.wmf]2
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, а  угловые коэффициенты равны  k1  =  k2 . 
Если l1 
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 l2 , то n1n2 = 0 
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  A1A2 + B1B2 = 0 и k2 = –
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11. Перечислите геометрические способы задания плоскости в пространстве.  
[image: image313.png]


Опорная точка М0(x0,у0,z0)  и нормальный вектор  N = {A;B;C}, перпенди-кулярный к этой плоскости,  или  три точки в  пространстве. (см. рис.)
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 12. Объясните идею вывода уравнения плоскости по заданной точке и нормальному вектору.  Даны опорная точка М0(x0,у0,z0)  и нормальный вектор N ={A;B;C}. Введем произвольную точку плоскости M(x,y,z), построим вектор 
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N, то их скалярное произведение равно нулю  
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 13. Объясните идею вывода уравнения плоскости по трем заданным точкам, не лежащим на одной прямой. По трем заданным точкам  М1, М2, М3  и произвольной точке плоскости M(x,y,z),построим три вектора 
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. Так как они лежат в одной плоскости, то их смешанное произведение равно нулю, т.е. равен нулю определитель третьего порядка, строки которого образуют координаты этих  векторов.

 14. Объясните геометрический смысл параметров уравнения плоскости в отрезках   
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  (см. рис.).
 15. Угол между двумя плоскостями p1 и p2. Он  равен углу между их нормальными векторами N1, N2  
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Если  p1 || p2 , то  N1 || N2 
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 N1 ( N2 = 0, то  
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Если  p1 
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 p2  , то  N1 
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 N2   
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  N1N2 = 0   или  
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 16. Объясните идею вывода канонического и параметрического уравнения прямой в пространстве.   Заданы опорная точка   М0(x0; у0; z0)   на прямой и ее направляющий вектор  S ={m; n; p}. Вектор 
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, где M(x,y,z) произвольная точка прямой, коллинеарен вектору S, т.е. 
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S. Равенство векторов означает равенство координат x – x0 = 
[image: image274.wmf]l

m;   y – y0 = 
[image: image275.wmf]l

n;   z – z0 = 
[image: image276.wmf]l

p (параметрические уравнения прямой) и пропорциональность координат  
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 (канонические уравнения прямой)          
 17. Напишите уравнение прямой, проходящей через две заданные точки в пространстве.                       
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Здесь  S = 
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 18. Как определяется общее уравнение прямой в пространстве и записы-вается его направляющий вектор?  Как линия пересечения двух не параллельных   плоскостей  c  нормальными векторами  N1  и  N2, а направляющий вектор равен  S = N1 ( N2 = {m; n; p}  (см. рис.)
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A1x + B1y + C1z + D1 = 0, N1 = {A1; B1; C1},

A2x + B2y + C2z + D2 = 0, N2 = {A2; B2; C2}

19. Угол между прямой и плоскостью. Это угол  
[image: image283.wmf]j

  между прямой  l  и  ее проекцией на плоскость p.  (см. рис.)       Дано  S = {m; n; p}, N = {A; B; C}, тогда  sin
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 = 
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2

/

cos(

j

-

p

 = |cos(N ^ S)| = 
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Если  S || N, то S ( N = 0 и их координаты  пропорциональны  
[image: image287.wmf]p
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Если   S 
[image: image288.wmf]^

 N  , то   SN = 0    или    Am + Bn + Cp = 0.     
 20. Как находится точка пересечения прямой и плоскости? (см. рис.)        В общем уравнении плоскости Ax + By + Cz + D = 0 переменные  x, y, z  заменим по формулам параметрического уравнения прямой  x = x0 + 
[image: image289.wmf]l

m,     y = y0 + 
[image: image290.wmf]l

n,   z = z0 + 
[image: image291.wmf]l

p  и получим уравнение относительно 
[image: image292.wmf]l

, решение которого определит значение параметра 
[image: image293.wmf]l

п  для точки пересечения. Затем подставим  
[image: image294.wmf]l

п  в параметрическое уравнение прямой и получим значения координат точки пересечения прямой и плоскости.  
21. Напишите уравнение окружности радиуса R с центром в точке C(a,b)  и канонические уравнения эллипса, гиперболы, параболы.
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22. Напишите общее уравнение кривых 2 порядка. 

Ax2 + 2Bx y + Cy2 + 2Dx +2Ey + F = 0
23. В каких случаях кривые 2 порядка описывает общее уравнение?

Если кривые произвольно расположены и произвольно ориентированны на плоскости. Их оси симметрии не совпадают с осями координат.
24. Как от общего уравнения кривой 2 порядка перейти к построению самой кривой?

Перейти в новую систему координат путем параллельного переноса и поворота системы координат. Начало новых координат  должно совместиться с центром симметрии фигуры, а оси координат с осями симметрии фигуры. Тогда получим канонический вид уравнения с конкретными значениями геометрических параметров: полуоси, радиус, асимптоты и т.д. Для перехода в новую систему координат проводят алгебраические преобразования, которые исключают из общего уравнения слагаемые с  ху,  х,  у.
[image: image318.png]


Пример. Привести уравнение 2x2 + 3y2 – 4x + 6y – 7 = 0 к каноническому виду и построить кривую.

Решение.  Выполним приведение к полному квадрату: 
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Уравнение примет вид   2(x – 1)2 + 3(y + 1)2 – 12 = 0. После линейного преобразования X = x – 1, Y = y + 1получаем 
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 и в новой системе координат приходим к каноническому уравнению эллипса
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 = 2  и центром симметрии в точке  (1, –1). 
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