Модуль 1

Методические указания по решению задач
Линейная алгебра

Пример 1. Исследовать систему уравнений на совместность и решить её методом Крамера и матричным методом. 

   3x –   y –   z = –3   

2x + 2y + 4z =  0   

–x – 3y  +  z  =  5

Решение.

Прежде всего вычислим определитель основной матрицы системы  А
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Третью строчку прибавим к первой, затем, третью строчку умножим на -4  и прибавим ко второй. Затем проведем разложение определителя по третьему столбцу.

Так как det A 
[image: image7.wmf]¹

  0 , то система совместная, определенная и имеет  единственное решение, которое можно найти методом Крамера и матричным методом.  
Метод Крамера. Вычислим три вспомогательных определителя, последовательно заменяя в основной матрице   системы А    1, 2, 3  столбцы на столбец из свободных членов
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По формулам Крамера решения системы равны отношению определителей
x  = 
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Матричный метод   Построим матрицу обратную к основной матрице системы уравнений

А = 
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,  где  det A =  52 .

Для этого вычислим все алгебраические дополнения матрицы  A :
A11 = (-1)1+1 
[image: image30.wmf]1

3

4

2

-

= 14 ;   A12 = (-1)1+2 
[image: image31.wmf]1

1

4

2

-

 = -6 ;    A13 = (-1)1+3 
[image: image32.wmf]3

1

2

2

-

-

= -4 ;

A21 = (-1)2+1 
[image: image33.wmf]1

3

1

1

-

-

-

= 4 ;   A22 = (-1)2+2 
[image: image34.wmf]1

1

1

3

-

-

= 2 ;     A23 = (-1)2+3 
[image: image35.wmf]3

1

1

3

-

-

-

= 10;
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Составим из них матрицу  || Aij || =
[image: image39.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

8

14

2

10

2

4

4

6

14

 и ||Ai j ||T =
[image: image40.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

8

10

4

14

2

6

2

4

14


Обратная матрица определяется формулой         A-1 = (det A)-1 ||Aij||T          или   
A-1 =
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.  Проверка  А-1 А = 
[image: image43.wmf]52

1



 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

8

10

4

14

2

6

2

4

14



 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

1

3

1

4

2

2

1

1

3

 =

=
[image: image46.wmf]52

1



 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

+

-

-

-

+

+

-

-

-

+

+

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

+

-

-

-

+

-

-

-

+

)

1

(

8

)

4

(

10

)

1

(

4

)

3

(

8

)

2

(

10

)

1

(

4

)

1

(

8

)

2

(

10

)

3

(

4

)

1

(

14

)

4

(

2

)

1

(

6

)

3

(

14

2

)

2

(

)

1

)(

6

(

)

1

(

14

)

2

(

2

3

)

6

(

)

1

(

2

)

4

(

4

)

1

(

14

)

3

(

2

)

2

(

4

)

1

(

14

)

1

(

2

)

2

(

4

)

3

(

14

 =

=  
[image: image48.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

1

0

0

0

1

0

0

0

1

             
Для нахождения решений системы уравнений необходимо  обратную матрицу   А-1 умножить на вектор-столбец свободных членов  В :    Х  =  А-1 В    
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]
Ответ      x  = - 1 ,  y  = - 1 ,  z  = 1

Пример 2.   Решить следующую систему уравнений  методом Гаусса.

 x  -  2y  + z =   4        1-ю  строку прибавим ко  2-й

-x  + 3y  + 5z = 1        1-ю строку умножим на  - 2   и прибавим  к 3-ей

2x  -  y - 2z  =   1        Затем, 2-ю строку умножим на - 3 и прибавим к 3-ей
В результате таких преобразований расширенная матрица системы (А|В) примет ступенчатую форму.  
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От матричной формы перейдем к явной форме уравнений, поставив перед коэффициентами соответствующие неизвестные. Нижнее уравнение имеет предельно простой вид. 
3 – е   уравнение :   -22z  =  -22     
[image: image67.wmf]Þ

     z  =  1

2 – ое уравнение :   y  +  6z  =  5     
[image: image68.wmf]Þ

     y  +  6  =  5   
[image: image69.wmf]Þ

   y  =  -1

1 – ое уравнение :   x  -  2y  + z  =   4      
[image: image70.wmf]Þ

    x  +  2  +  1  =  4     
[image: image71.wmf]Þ

   x  =  1
Ответ      x = 1 ,  y = - 1 ,  z = 1
Пример 3.     Найти решение системы  уравнений   
[image: image72.wmf]ï
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Решение.  det A = 
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 = 0 , т.е. система 

уравнений неопределенная. Исследуем систему на совместность. Для определения рангов матриц  А и (A|B) применяем метод Гаусса.

 (A|B) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]Þ


Нижняя строка матрицы А состоит из 0 
[image: image82.wmf]Þ

 rg A = 2. В матрице (A|B) нет нулевой строки  
[image: image83.wmf]Þ

  rg (A|B) = 3. Из неравенства  rg A
[image: image84.wmf]¹

 rg (A|B)  
[image: image85.wmf]Þ

 система уравнений несовместная и решения не имеет.
Пример 4.    Исследовать систему однородных уравнений на совместность и найти её решения.
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Решение.  Вычислим определитель основной матрицы

det A = 
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 = 0     (3 строка есть сумма  1 и 2 строки)

Отсюда следует, что система уравнений совместная и неопределенная,          rg A = 2,  число  свободных неизвестных   (n – rg A) = (3 – 2) = 1. 

Перейдем к равносильной системе 2 – х уравнений         
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В качестве свободной неизвестной можно взять любую из неизвестных x,y,z.

Выберем z. Тогда имеем  
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.  Решим систему методом Крамера
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= -13z,   x = -z/5 ,  y = 13z/5 .
Ответ:    ( -z/5; 13z/5; z ).
Имеем бесконечное множество решений, т.к. свободная неизвестная  z  может принимать произвольные значения.

Векторная алгебра
Задача. Даны координаты  4 точек  А(1;-3;-3),В(2;1;2), C(1;5;1), D(4;-2;-2).

Найти : а) координаты векторов  
[image: image97.wmf]AB

 , 
[image: image98.wmf]СD

, 2
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 + 3
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 ; б) модули векторов 
[image: image101.wmf]AB

, 
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 ; в) скалярное произведение  
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 ; г) косинус угла между векторами  
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  и  
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 ; д)   проекцию вектора  
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  на направление вектора 
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 ; е) направляющие косинусы векторов  
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 , 
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; ж) векторное произведение  
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 и 
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 ; з)  площадь треугольника, построенного на векторах
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;  и) смешанное произведение 
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 EMBED Equation.3  [image: image117.wmf]b

, где  
[image: image118.wmf]b

= i + 2j + 3k;      к) объем пирамиды ABCD. 
Решение.  а) 
[image: image119.wmf]AB

 = {xB– xA, yB– yA, zB– zA} = {2–1,1+3,2+3} = {1,4,5} = ={x1,y1,z1};
[image: image120.wmf]СD

= {xD– xC, yD– yC, zD– zC} ={4-1,-2-5,-2-1} ={3,-7,-3} ={x2,y2,z2};       2
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  =   {2x1 +  3x2, 2y1 + 3y2, 2z1 + 3z2} =
=   {2*1 + 3*3, 2*4 + 3*(-7), 2*5 + 3*(-3)} = {11, -13, 1} .
б)     |
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в) Скалярное произведение 
[image: image131.wmf]AB
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= x1x2 + y1y2 + z1z2= 1*3+4*(-7)+5*(-3)=
= - 40 .

г) Косинус угла между векторами :          cos (
[image: image133.wmf]AB

^
[image: image134.wmf]СD

) =
[image: image135.wmf]|

||

|

CD

AB

CD

AB

 =              = 
[image: image136.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

+

+

+

+

+

+

  =  
[image: image137.wmf]67

42

40

-

.

д) проекция вектора  
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[image: image139.wmf]СD

: 


[image: image140.wmf]CD

пр

  
[image: image141.wmf]AB

=
[image: image142.wmf]±

 |
[image: image143.wmf]AB

| cos (
[image: image144.wmf]AB

^
[image: image145.wmf]СD

) =  
[image: image146.wmf]67

40

-

 .
е) Направляющие косинусы вектора  
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ж) Векторное произведение:  
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з) Площадь треугольника, построенного на векторах
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и) Смешанное произведение 
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к) Объем пирамиды ABCD :      V = 1/6 |
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 = {xB– xA, yB– yA, zB– zA} = {2–1,1+3,2+3}  =  {1,4,5} ;


[image: image192.wmf]A

С

 = {xC– xA, yC– yA, zC– zA} = {1–1,5+3,1+3}  =  {0,8,4};
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 = {xD– xA, yD– yA, zD– zA} = {4–1,-2+3,-2+3} = {3,1,1};
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Аналитическая геометрия
  Задача 1.    Даны т. М0(1,4)  и прямая  l : x – 2y + 4 = 0. Необходимо:           а) сделать чертеж; б) написать уравнение прямой  l1 , проходящей через т. М0 и  ( прямой l ; в) найти проекцию  Р  т. М0 на прямую l ; г) проверить на чертеже результат  пункта в).

Решение а).  Определим две точки прямой: пусть х = 0 , тогда у = 2; пусть  у = 0, тогда х = -4. Через эти точки проведем прямую l, а через т. М0(1,4)   проведем прямую  l1 ( l  
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 Из общего уравнения прямой   Ax + By + C = 0 сразу определяются нормальный вектор             n ={A; B}, направляющий вектор a ={1/A; –1/B} и угловой коэффициент  
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.             
  В нашем случае              x – 2y + 4 = 0 
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   n = {1; –2},    a = {1; 1/2},   k = ½.

Решение б)   Дано l1 
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 l, тогда n1 || a. Вектора коллинеарны и могут отличаться только длиной.  Пусть n1 = a.     Тогда  l1  задают точка М0(1, 4), вектора   n1 = {1; 1/2},  а1 = {1; –2}   и   k1 = –
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= –2.   
Уравнение для  l1  запишем в трех формах: 

Каноническое уравнение           
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Уравнение с заданной точкой и нормальным вектором  
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Уравнение пучка прямых    
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которые приводят к следующему общему уравнению для  l1 :   2х + у + 6 = 0.

Решение в).  Основание перпендикуляра опущенного из т. М0(1,4) на прямую l   есть точка пересечения прямых l   и l1 . Её координаты определяет решение системы уравнений    
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Задача 2. Даны четыре точки М0(1;2;-3), М1(0,2,3), М2(-1,0,1), М3(2,1,-1). Необходимо: а) написать уравнение плоскости P, проходящей через  точки М1, М2, M3;  б) найти расстояние d от  Р до М0;  в) написать уравнение плоскости Р1, проходящей через т. М0 ||  P .

Решение а). Введем вектора   
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= { 2, 1–2, -1–3} = {2;-1;-4} и вычислим их смешанное произведение    
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Коэффициенты общего уравнения плоскости 
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определяют координаты нормального вектора этой плоскости   N = {A;B;C}. В нашем случае  N ={6;-8;5}.
Решение б). Расстояние от т. М0(x0,у0,z0) до плоскости  Ax+ By + Cz + D =  0   определяет формула   
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Решение в) Так как  Р1 || Р, то их нормальные вектора совпадают N1 = N и отличие только в величине 
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 = 25.   Уравнение плоскости  Р1 : 6x – 8y + 5z + 25 = 0     
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Задача 3.    Привести уравнение 2x2 + 3y2 – 4x + 6y – 7 = 0 к канони-ческому виду и построить кривую.

Решение.     Выполним приведение к полному квадрату:     
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В результате имеем        2(x – 1)2 + 3(y + 1)2 – 12 = 0. Проведем  линейное преобразование: X = x – 1, Y = y + 1. Уравнение  
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 разделим на 12   и в новой системе координат получаем каноническое уравнение эллипса       
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