Целями освоения студентами данной дисциплины являются:

•получение базовых знаний по архитектуре предприятия, процессному управлению, теоретическим основам моделирования процессов и ABC-анализу;

• изучение методологий моделирования процессов;

• получение практических навыков и умений моделирования процессов с использованием свободного инструментального программного обеспечения.
План лекций 
Темы 1. Функциональный и процессный подходы к управлению организацией
2. Теоретические основы управления процессами
3 Процесс и его компонентл
4. Эталонные и референтные модели
5. Методологии моделирования
6. Инструментальные системы для моделирования бизнеса
7. Методики описания различных предметных областей деятельности
8. Методы анализа процессов
9.Контроллинг и мониторинг процессов
10. Совершенствование процессов
Лекция1. Учет ПОГРЕШНОСТЕй при ВЫЧИСЛЕНИях.

§1.1. Погрешность произведения и частного.

Теорема 1.4.

Относительная погрешность произведения нескольких приближенных чисел, отличных от нуля, не превышает суммы относительных погрешностей этих чисел.

Доказательство:
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Рассмотрим произведение 
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Так как 
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Так как 
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Замечание. Соотношение 
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 остается верным, если сомножители 
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Следствие 1.
Предельная относительная погрешность произведения равна сумме предельных относительных погрешностей сомножителей, то есть
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Следствие 2.

При умножении приближенного числа 
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 на точный множитель 
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 предельная относительная погрешность не изменяется, а предельная абсолютная погрешность увеличивается в модуль 
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 – раз.

Пусть 
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Погрешность частного.

Теорема 1.5.

Относительная погрешность частного не превышает суммы относительных погрешностей делимого и делителя, т.е. 
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Доказательство.
Пусть 
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 – приближенные числа, тогда 
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Следовательно, 
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 - относительные погрешности 
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Следствие.

Если 
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, то предельная относительная погрешность частного равна сумме предельных относительных погрешностей делимого и делителя 
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Лекция 2. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.
§2.1. Основные этапы решения нелинейных уравнений.

Определение 2.1.

Нелинейным уравнением называется уравнение вида
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где  
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 - нелинейная функция вида:

· нелинейная алгебраическая функция (полином или многочлен) 
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;

· трансцендентная функция – тригонометрическая, обратная тригонометрическая, логарифмическая, показательная и гиперболическая функция;

· комбинирование этих функций, например 
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Определение 2.2.

Решением нелинейного уравнения (2.1) называется такое значение 
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, которое при подстановке в уравнение (2.1) обращает его в тождество.

На практике не всегда удается найти точное решение. В этом случае решение уравнения (2.1) находят с применением приближенных (численных) методов.

Определение 2.3.

Приближенным решением нелинейного уравнения (2.1) называется такое значение 
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, при подстановке которого в уравнение (2.1) последнее будет выполняться с определенной степенью точности, т.е. 
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 - малая положительная величина.

Нахождение приближенных решений и составляет основу численных методов и вычислительной математики.

Решение нелинейных уравнений распадается на два этапа: отделение корней уравнений и уточнение корней нелинейных уравнений.
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На первом этапе необходимо исследовать уравнение и выяснить, имеются корни или нет. Если корни имеются, то необходимо определить их количество, и затем найти интервалы, в каждом из которых находится только один корень, т.е. отделить корни.

Первый способ отделения корней – графический. Данный метод позволяет определить количество корней на отрезке, но не единственность корня. Если 
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 имеет простой аналитический вид, то, исходя из уравнения (2.1), можно построить график функции 
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. Тогда точки пересечения графика функции с осью абсцисс будут являться приближенными значениями корней исходного нелинейного уравнения. Если 
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 имеет сложный аналитический вид, то можно представить ее в виде разности двух более простых функций 
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 (Рис.2.1.). Тогда задача решения нелинейного уравнения (2.1) сводится к поиску абсцисс точек пересечения двух графиков, которые и будут являться приближенными значениями [image: image607.wmf]y

корней уравнения (2.1).

§2.2. Метод половинного деления.

Для уточнения корня нелинейного уравнения (2.1) на отрезке 
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 пополам и исследуем знак функции в полученной точке 
[image: image53.wmf]с

, где 
[image: image54.wmf]2

b

a

c

+

=

. Из двух отрезков 
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 выбираем тот, на котором функция меняет знак. Уменьшая новый отрезок в два раза, повторяем процесс и т.д. Получим последовательность отрезков 
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, на концах которых выполняется неравенство
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и длины этих отрезков равны
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Последовательность 
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 является монотонной неубывающей ограниченной последовательностью; а 
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 - монотонной невозрастающей ограниченной последовательностью. Следовательно, эти последовательности сходятся. Перейдем к пределу при 
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Тогда 
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. С другой стороны, из (2.2) следует, что 
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. Последнее неравенство возможно только тогда, когда 
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 является корнем исходного уравнения (2.1).

§2.3. Метод простых итераций.

Пусть известно, что нелинейное уравнение 
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. Требуется найти этот корень с заданной точностью 
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. Применяя тождественные преобразования, приведем уравнение (2.1) к виду
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Выберем произвольно приближенное значение корня (начальное приближение) 
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 подставим в правую часть соотношения (2.4) и вычислим 
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. Продолжая процесс вычислений дальше, получим числовую последовательность 
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. Если существует предел этой последовательности, то он и является приближенным значением корня уравнения (2.4). В самом деле, пусть 
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 и учитывая непрерывность функции 
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Таким образом, корень можно вычислить с заданной точностью по следующей итерационной формуле
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(2.5)
Геометрическая интерпретация метода простых итераций.

Геометрически способ итерации может быть пояснен следующим образом. Построим на плоскости 
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 уравнения (2.4) является абсциссой точки пе[image: image608.wmf](
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Начиная процесс с некоторой точки 
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Возможен другой вид ломаной 
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 («спираль») (Рис.2.6). В этом случае последовательные приближения 
[image: image111.wmf],...

,

2

1

x

x

 стремятся к корню 
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Однако, если рассмотреть случай, где 
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 (Рис.2.7), то процесс итераций расходится, т.е. последовательные приближения 
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 все дальше удаляются от корня 
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 и в какой то момент могут выйти за пределы отрезка 
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Поэтому для практического применения метода простых итераций нужно проверить достаточные условия сходимости итерационного процесса.

На основании этого можно сделать два вывода:

1. Если итерационный процесс сходится для любой начальной точки из отрезка, то он сходится на всем отрезке.

2. Если итерационный процесс расходится хотя бы для одной начальной точки из отрезка, то он расходится на всем отрезке.

Достаточное условие, при котором итерационный процесс (2.5) сходится, определяет следующая теорема.

Теорема 2.4.
Пусть функция 
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тогда процесс итераций, определяемый формулой (2.5), сходится независимо от выбора начального приближения 
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Доказательство.
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Придавая значения 
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Рассмотрим ряд
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для частичных сумм которого выполняется соотношение 
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В силу соотношений (2.8) члены ряда (2.10) не превышают соответствующих членов ряда (2.11), которые являются членами геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image145.wmf]1

<

q

. Следовательно, ряд (2.10) сходится, а ряд (2.9) сходится абсолютно. Таким образом существует


[image: image146.wmf]x

=

=

®µ

+

®µ

n

n

n

n

x

S

lim

lim

1

,

причем 
[image: image147.wmf][

]

b

a

,

Î

x

.

Переходя к пределу в равенстве (2.5), в силу непрерывности функции 
[image: image148.wmf](

)

x

j

, получим


[image: image149.wmf](

)

x

j

=

x

.

Следовательно, 
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где 
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Точка 
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 при этом называется неподвижной точкой для уравнения (2.4).
§2.4. Метод Ньютона (метод касательных).

Пусть известно, что нелинейное уравнение 
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По формуле Тейлора получим


[image: image173.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n

n

n

n

n

x

f

x

f

x

f

f

¢

a

+

=

a

+

=

x

=

0

.

Следовательно, 
[image: image174.wmf](

)

(

)

n

n

n

x

f

x

f

¢

-

=

a

.

Внося эту правку в формулу (2.16), получим рабочую формулу метода Ньютона вида:
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Геометрически метод Ньютона эквивалентен замене небольшой дуги кривой касательной, проведенной в некоторой точке 
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Составим уравнение касательной в точке 
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Если в качестве начального приближения взять другой конец отрезка 
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Теорема 2.5.

Если 
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Доказательство.

Пусть для определенности 
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Из неравенства 
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Точное решение уравнения (2.1) можно представить в виде
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Применяя формулу Тейлора, получим:
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где 
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Отсюда, в силу того, что 
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Таким образом доказали, что все последовательные приближения 
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Замечание. Чем больше числовое значение 
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Метод Ньютона можно рассматривать как частный случай метода простых итераций, если положить 
[image: image250.wmf](

)

(

)

x

f

x

f

x

x

¢

-

=

j

)

(

. Тогда достаточное условие сходимости метода простых итераций примет вид:


[image: image251.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2

'

'

'

'

<

=

j

x

f

x

f

x

f

x

 для всех 
[image: image252.wmf][

]

b

a

x

,

Î

. 
(2.20)

Если выполнено условие (2.20), то итерационный процесс, заданный формулой (2.17), будет сходиться при произвольном выборе начального приближения 
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Достоинства метода:

- метод Ньютона обладает достаточно большой скоростью сходимости, близкой к квадратичной;

- достаточно простое получение итерационной формулы (2.17).

Недостатки метода:

- метод Ньютона сходится не при любом выборе начального приближения 
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- метод Ньютона применим только, когда 
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§2.5. Модифицированный метод Ньютона.

Если производная 
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В отличие от метода Ньютона, в модифицированном методе касательная заменяется на прямые, параллельные касательной, проведенной в точке 
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 (Рис.2.11).
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Пример 2.5. Запишем рабочие формулы метода Ньютона и модифицированного метода Ньютона для нелинейного уравнения из примера 2.4. В качестве начального приближения 
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 здесь выбирается правый или левый конец отрезка, в зависимости от того, где выполняется достаточное условие сходимости метода Ньютона вида (2.19). Заметим, что в точке 
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 условие не выполняется, а в точке 
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 - выполняется. Следовательно, в качестве начального приближения выбирается точка 
[image: image266.wmf]0

0

=

x

. Рабочая формула метода Ньютона (2.17) для данной задачи запишется так:


[image: image267.wmf],...

2

,

1

,

0

,

1

1

=

+

+

-

=

+

n

e

x

e

x

x

n

n

x

n

x

n

n


Рабочая формула модифицированного метода Ньютона (2.21) для данной задачи запишется в виде:
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§2.6. Непрерывные схемы решения нелинейных уравнений.

Итерационные методы решения нелинейных уравнений (2.1) можно разбить на две группы:

*  дискретные схемы решения,

*  непрерывные схемы решения.

Дискретные схемы решения были рассмотрены выше. Заметим, что основными недостатками вышеперечисленных методов являются:

· зависимость от начальных условий или от интервала нахождения корня;

· сравнительно низкая скорость сходимости;

· нет правил перехода от корня к корню уравнения (2.1) в случае, если их несколько.

При применении непрерывных схем для решения уравнения (2.1) процесс нахождения корней осуществляется путем решения соответствующего обыкновенного дифференциального уравнения
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Пусть 
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. Задачу нахождения корней уравнения (2.1), являющуюся непрерывным аналогом метода простых итераций, можно рассматривать как предел при 
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 решения задачи Коши
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если этот предел существует. Обозначим через 
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 решение задачи Коши (2.12), 
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 - искомое решение уравнения (2.1). Тогда должно иметь место тождество 
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 и, вычитая из (2.23) последнее уравнение, имеем
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Разлагая 
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 в ряд Тейлора в окрестности точки 
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 и подставляя полученное выражение в (2.24), получаем дифференциальное уравнение в отклонениях 
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, решение которого имеет вид
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Видим, что условием сходимости 
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, последнее уравнение можно распространить на всю рассматриваемую выше область. Таким образом, условием применения непрерывной схемы метода простых итераций (2.23) является
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Непрерывные схемы решения обладают более высокой скоростью сходимости и более высокой точностью решения по сравнению с соответствующими дискретными схемами. Но проблема зависимости от начальных условий и отсутствие правил перехода от корня к корню в случае, когда уравнение (2.1) имеет более одного решения, остается открытой.

Как видно из дифференциального уравнения (2.23) и уравнения (2.1) левая часть последнего заменяется производной 
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. Данная замена является грубым приближением решения задачи (2.23) к решению задачи (2.1). Это влечёт за собой не только большую погрешность при вычислениях, но и к снижению скорости расчётов.

Перепишем уравнение (2.1) в виде
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где 
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 - малый параметр, 
[image: image297.wmf]1

0

<<

m

<

.

Переход от задачи (2.1) к задаче (2.27) теоретически обоснован, так как интегральные кривые, являющиеся решением уравнения с малым параметром (2.27), проходят через все решения уравнения (2.1). Задачу нахождения корней этого уравнения непрерывным сингулярным аналогом метода простых итераций можно рассматривать как предел при 
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 решения задачи Коши вида
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если этот предел существует.

Проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям, приведенным выше, получим, что решение уравнения (2.27) в точке 
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 EMBED Equation.2  [image: image302.wmf](
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При этом, в силу того, что 
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, то условие сходимости (2.26) останется прежним.

Полученная модификация классических схем решения не зависит от начальных условий и обладает более высокой точностью решения. Для доказательства более быстрой скорости сходимости предположим, что применение итерационных методов никогда не дает точного решения и введем точность решения 
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. Моменты нахождения решений с точностью 
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 классическими и модифицированными методами обозначим как 
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. Используя решения (2.24) и (2.29), запишем неравенства вида
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Из соотношений видно, что 
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. Сопоставляя полученные значения 
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, т.е. скорость сходимости при решении задачи модифицированными методами в 
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 раз выше, чем классическими.

 Лекция 3. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Определение 3.1.

Системами нелинейных уравнений (СНУ) называются системы вида:
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(3.1)

если хотя бы одна из функций 
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 нелинейна. Здесь 
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 - неизвестные переменные.

Решение систем нелинейных уравнений – одна из трудных задач вычислительной математики. Трудность состоит в том, чтобы определить: имеет ли система решение, и, если – да, то сколько. Уточнение решений в заданной области – более простая задача.

Пусть функции 
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 определены в областях 
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 и будет той областью, где можно найти решение.

Наиболее распространенными методами уточнения решения являются метод простых итераций, метод Ньютона и его модификация.

§1. Метод простых итераций.

Из исходной системы (3.1) путем эквивалентных преобразований переходим к системе вида:
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(3.2)

Итерационный процесс, определяемый формулами
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можно начать, задав начальное приближение 
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. Достаточными условиями сходимости итерационного процесса являются одно из двух следующих условий:
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Распишем первое условие:
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Распишем второе условие:
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Рассмотрим один из способов приведения системы (3.1) к виду (3.2), допускающему сходящиеся итерации.

Пусть задана система второго порядка вида:
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Требуется привести ее к виду:
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Умножим первое уравнение системы на неизвестную постоянную 
[image: image338.wmf]a

, второе - на 
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, затем сложим их и добавим в обе части уравнения 
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. Получим первое уравнение преобразованной системы
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где 
[image: image342.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

f

y

x

f

x

y

x

,

,

,

2

1

1

b

+

a

+

=

F

.

Далее, умножим первое уравнение системы на неизвестную постоянную 
[image: image343.wmf]g

, второе - на 
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, затем сложим их и добавим в обе части уравнения 
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. Тогда второе уравнение преобразованной системы будет иметь вид
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Неизвестные постоянные 
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 определим из достаточных условий сходимости
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Запишем эти условия более подробно:
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Полагая равными нулю выражения под знаком модуля, получим систему линейных алгебраических уравнений 4 порядка с четырьмя неизвестными для определения постоянных 
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При таком выборе параметров условия сходимости будут соблюдены, если частные производные функций 
[image: image355.wmf](

)

y

x

f

,

1

 и 
[image: image356.wmf](

)

y

x

f

,

2

 будут изменяться не очень быстро в окрестности точки 
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 и вычислить значения производных 
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 шаге итераций, при этом 
[image: image364.wmf](

)

(

)

(

)

k

k

y

x

i

x

f

,

¶

¶

, 
[image: image365.wmf](

)

(

)

(

)

k

k

y

x

i

y

f

,

¶

¶

,
[image: image366.wmf]2

,

1

=

i

.

Метод простых итераций является самоисправляющимся, универсальным и простым для реализации на ЭВМ. Если система имеет большой порядок, то применение данного метода, имеющего медленную скорость сходимости, не рекомендуется. В этом случае, используют метод Ньютона, который имеет более быструю сходимость.

Пример 3.1. Построить рабочие формулы метода простых итераций для численного решения СНУ вида:
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(3.5)

при начальном приближении
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Заметим, что аналитическим решением СНУ (3.5) являются точки 
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Для построения рабочих формул МПИ для численного решения системы необходимо решить СЛАУ (3.4). Для ее решения необходимо вычислить частные производные 
[image: image371.wmf]y

f

y

f

x

f

x

f

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

1

2

1

,

,

,

 при начальном условии (3.6):
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Тогда СЛАУ (3.5) запишется так:
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Решением этой системы являются точки 
[image: image374.wmf]2

-

=

a

, 
[image: image375.wmf]1

=

g

=

b

, 
[image: image376.wmf]1

-

=

d

. Тогда рабочие формулы метода простых итераций для решения СНУ (3.5) примут вид:
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Для реализации на ЭВМ рабочие формулы можно переписать так:
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§2. Метод Ньютона и его модификация.

Пусть требуется решить систему нелинейных уравнений вида (3.1). Предположим, что решение существует в некоторой области 
[image: image379.wmf]W

, в которой все функции 
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 непрерывны и имеют, по крайней мере, первую производную. Метод Ньютона представляет собой итерационный процесс, который осуществляется по определенной формуле следующего вида:
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(3.7)

где 
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Трудности при использовании метода Ньютона:

· нахождение обратной матрицы 
[image: image383.wmf](
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· возможность выхода приближения 
[image: image384.wmf](

)

1

+

k

x

 за пределы области 
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 и связанная с этим расходимость итерационного процесса.

Модифицированный метод Ньютона решает первую задачу. Если матрица 
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. Тогда формула (3.3) принимает вид:
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(3.8)

Формула (3.8) является рабочей формулой модифицированного метода Ньютона.

Достоинством данного метода является то, что обратная матрица 
[image: image392.wmf]1

-

W

 вычисляется один раз. Но ответа на второй вопрос модифицированный метод Ньютона не дает.

Пример 3.2. Построить рабочие формулы метода Ньютона для численного решения СНУ (3.5) при начальном приближении (3.6).

Для нахождения обратной матрицы в формуле (3.7) необходимо:

1. Найти матрицу частных производных 
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2. Найти определитель этой матрицы:
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3. Определить обратную матрицу:
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Проведя несложные преобразования получим рабочую формулу метода Ньютона (3.7) в виде:
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Лекция 4. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ.

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида
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(4.1)

Вводя в рассмотрение матрицы
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(4.2)

систему (4.1) можно записать в виде матричного уравнения
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Для решения систем линейных алгебраических уравнений существуют точные методы: метод Гаусса, с помощью обратной матрицы (матричный метод), по формулам Крамера. Однако, при большом числе неизвестных применение точных методов решения затруднено. В этом случае для нахождения корней системы (4.1) целесообразнее пользоваться приближенными (численными) методами, которые и будут рассмотрены в данной главе.

§4.1. Метод простых итераций для решения систем линейных алгебраических уравнений.

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений вида (4.1).

Предположим, что диагональные элементы матрицы 
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 (в случае равенства одного или нескольких из них нулю, с помощью перестановки уравнений или других эквивалентных преобразований можно добиться, чтобы они были отличны от нуля). Разделив 
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(4.4)

где коэффициенты 
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Введем обозначения:
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(4.5)

Тогда система (4.4) примет вид:
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Систему (4.6) будем решать методом последовательных приближений. Выбираем начальное приближение 
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Если последовательность приближений 
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 является сходящейся, т.е. у нее существует предел 
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 является решением системы (4.6). Действительно,
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Получили 
[image: image420.wmf]ax

+

b

=

x

, т.е. 
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 – является решением системы (4.6), а система (4.6) получена из системы (4.1), следовательно, 
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 будет являться решением исходной системы (4.1).

Теорема 4.1 (достаточное условие сходимости итерационного процесса).

Если для приведенной системы 
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то процесс итерации, заданный формулой 
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, сходится к единственному решению этой системы, независимо от выбора начального приближения.

В частности процесс итерации заведомо сходится, если элементы 
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 приведенной системы (4.4) удовлетворяют неравенству 
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 - число неизвестных системы.

Следствие.

Для исходной системы (4.1) итерационный процесс сходится, если выполнены неравенства 
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 (то есть модули диагональных коэффициентов для каждого уравнения системы больше суммы модулей всех остальных коэффициентов, не считая свободных членов).

Теорема 4.2 (необходимое и достаточное условие сходимости процесса итерации для системы линейных уравнений).

Для сходимости процесса итераций: 
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 при любом выборе начального приближения 
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 необходимо и достаточно, чтобы собственные значения матрицы 
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 (т.е. корни характеристического уравнения 
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Приведение исходной системы к виду, удобному для применения сходящегося итерационного процесса.

Теорема сходимости итерационного процесса накладывает жесткие условия на коэффициенты системы (4.3). Однако, если 
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, такой, что условия теоремы сходимости будут выполнены.

Умножим левую и правую часть соотношения (4.3) слева на матрицу 
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 - матрица с малыми по модулю элементами.

Проведем преобразования:
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Если обозначить 
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§4.2. Метод Зейделя.
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Теорема 4.3 (достаточное условие сходимости метода Зейделя).

Если для приведенной системы 
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то процесс Зейделя сходится к единственному решению системы при любом выборе начального вектора.

Запишем систему (4.8) в сокращенном виде:
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Введем обозначения:
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Тогда формулу (4.9) можем переписать в матричном виде:
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где
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Теорема 4.4 (необходимые и достаточные условия сходимости метода Зейделя).

Для сходимости процесса Зейделя, заданного формулой (4.9), для приведенной системы линейных уравнений (4.4) при любом выборе свободного члена 
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 и начального вектора 
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Пример 4.1. Построить рабочие формулы метода простых итераций и метода Зейделя для численного решения СЛАУ вида:
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(4.11)

Решение.

Заметим, что система (4.11) имеет точное решение 
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Из системы (4.11) видно, что модули диагональных коэффициентов в каждом уравнении отличны от нуля и больше суммы модулей всех остальных коэффициентов, не считая столбца свободных членов. Тогда, разделим каждое уравнение системы (4.11) на соответствующий диагональный коэффициент, сформируем столбец 
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 в левой части и перенесем остальные слагаемые в правую часть и получим рабочие формулы метода простых итераций вида:
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Начальное приближение обычно выбирают равным столбцу свободных членов преобразованной системы 
[image: image484.wmf](
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Рабочие формулы метода Зейделя запишутся так:
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§4.3. Метод релаксации.

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (4.1), в которой 
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Сделаем преобразования: для этого свободные члены перенесем в левую часть и каждое 
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где 
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Введем понятие невязки для приближенного решения 
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Пусть дана система 
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Введем обозначение 
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 называется невязкой для приближенного решения 
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Пусть задано начальное приближение системы (4.12):
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Подставим данное приближение в систему (4.12) и получим невязки 
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Если одной из неизвестных 
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Метод релаксации (метод ослабления) заключается в том, что на каждом шаге обращают в нуль максимальную по модулю невязку путем изменения значения соответствующей компоненты приближения. Процесс заканчивается, когда все невязки последней преобразованной системы будут равны нулю с заданной точностью.

Пример 4.2. Решить систему методом релаксации, производя вычисления с двумя десятичными знаками.
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Решение.

Приведем систему (4.14) к виду, удобному для релаксации
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В качестве начального приближения выбираем
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Находим соответствующие невязки: 
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Опять выбираем максимальную невязку и полагаем 
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Далее 
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Окончательно получим:
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Лекция  5. Методы приближения ФУНКЦИЙ.

§5.1. Постановка задачи аппроксимации и интерполяции функций.

В вычислительной математике нередки случаи, когда одну функцию приходится заменять другой, более простой и удобной для дальнейшей работы. Такую задачу называют аппроксимацией функции.

Поводом для аппроксимации функции может послужить, в частности, табличный способ ее задания. Предположим, что в результате некоторого эксперимента для конечного набора значений 
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 величины 
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 из отрезка 
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получен набор значений 
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 величины 
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. Если допустить, что между 
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 и 
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 существует функциональная зависимость 
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, можно поставить вопрос о поиске аналитического представления функции 
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Повод для аппроксимации может возникнуть даже тогда, когда аналитическое выражение некоторой функции 
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 имеется, однако оно оказывается мало пригодным для решения поставленной задачи, потому что операция, которую требуется осуществить над этой функцией, трудновыполнима или невыполнима совсем. Например, вычисление значения трансцендентной функции «вручную». Действительно, чтобы вычислить 
[image: image551.wmf]3256
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 проще всего воспользоваться степенным разложением функции, т.е. заменить трансцендентную функцию степенным рядом. При этом получается приближенное значение функции.

Другая ситуация, когда может потребоваться аппроксимация аналитически заданной функции – дифференцирование функции, вычисление определенных и неопределенных интегралов. Если аналитическое выражение функции достаточно сложное, то поставленная задача трудно выполнима, а иногда и невыполнима с помощью элементарных приемов. Например, интеграл 
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 существует, но по формуле Ньютона-Лейбница практически вычислен быть не может, т.к. первообразная 
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 не выражается в элементарных функциях. Аппроксимация подынтегральной функции – один из возможных приемов.

Классический подход к численному решению подобных задач заключается в том, чтобы, опираясь на информацию о функции 
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, по некоторому алгоритму подобрать аппроксимирующую функцию 
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Для оценки «близости» функций выбирают тот или иной критерий согласия. Эти критерии основаны на использовании той или иной метрики, т.е. способа введения расстояния между функциями, принадлежащими тому или иному классу: 
[image: image557.wmf](

)

(

)

(

)

x

F

x

f

,

r

. Например, для функций, ограниченных на отрезке 
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, расстояние может быть введено следующим образом: 
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; для функций, непрерывных на отрезке 
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Часто процедура аппроксимации связана с другим критерием согласия:
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Применяемый на его основе способ аппроксимации получил название метода наименьших квадратов.

Для функций, заданных таблично, достаточно распространенным критерием согласия является критерий Чебышева, который определяет расстояние 
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 между аппроксимируемой и аппроксимирующей функциями как максимум величины отклонения между этими функциями в узлах сетки:
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Если 
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, то соответствующий способ аппроксимации называют интерполяцией, а процедуру вычисления значений 
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 в точках, не являющихся узлами сетки - интерполированием.

Задача интерполирования состоит в следующем.
На отрезке 
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, которые называются узлами интерполяции, и значения некоторой функции 
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(5.1)

Необходимо построить функцию 
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 - интерполирующую функцию, принадлежащую некоторому классу и принимающую в узлах интерполяции заданные значения (5.1), т.е.
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Геометрически это означает, что нужно найти кривую 
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 определенного типа, проходящую через заданные точки 
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В такой общей постановке задача может иметь бесконечное множество решений или совсем их не иметь.

Сформулированная задача становится однозначной, если вместо произвольной функции 
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 искать полином 
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 степени не выше 
[image: image580.wmf]n

, удовлетворяющего условиям (5.2), т.е.
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Полученную интерполяционную функцию 
[image: image582.wmf](
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 используют для приближенного вычисления значений данной функции 
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 в точках, отличных от узлов интерполяции. Такая операция называется интерполированием функции.

Различают интерполирование в узком смысле, т.е. когда 
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, и экстраполирование, т.е. когда 
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. В дальнейшем, под термином интерполирование будет пониматься как первая, так и вторая операции.

§5.2. Конечные разности. Обобщенная степень.

Пусть задана функция 
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называется первой конечной разностью функции 
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. Аналогично определяются конечные разности высших порядков 
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Например:
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Символ 
[image: image592.wmf]D

 (дельта) можно рассматривать как оператор, ставящий в соответствие функции 
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Легко проверить основные свойства оператора 
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Из формулы (5.3) имеем:
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Отсюда, рассматривая 
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 как символический множитель, получим:
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Из формулы (5.4):
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и т.д. Окончательно получим:
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Рис.2.2.
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Рис.2.5
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Рис.2.6
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Рис.2.7
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Рис.2.10
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Рис.2.11
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