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Численное интегрирование   

Формулы прямоугольников, Формула трапеций, Формула Симпсона  
Постановка задачи: Требуется найти значение определенного 

интеграла для некоторой заданной на отрезка [a, b] функции 
f(x). Для некоторых функций значение интеграла можно найти точно. 
Однако в общем случае значение интеграла можно найти только 
приближенно, используя тот или иной способ численного 
интегрирования.  

Численное интегрирование основано на замене интеграла суммой 

вида . Такая замена следует из определения интеграла как 

предела суммы . Зафиксировав n, мы получим 
предыдущую сумму.  

Приближенное равенство называется квадратурной формулой, 
- узлы квадратурной формулы, - коэффициенты квадратурной 

формулы. Разность называется погрешностью 
квадратурной формулы.  

Разобьем отрезок [a,b] на n частей, точками 

. Причем будем рассматривать равномерную сетку, т.е. 

. Тогда . 
Для построения квадратурной формулы на всем отрезке [a,b] 

достаточно построить квадратурную формулу на частичном отрезке 
.  

Формулы прямоугольников 

Пусть , т.е. мы аппроксимируем f(x) левой 
кусочно–линейной интерполяцией. Тогда получим 

. 

Таким образом, . Эта формула называется 
формулой левых прямоугольников.  

Геометрическая интерпретация: 

http://pers.narod.ru/study/methods/04.html%23rect
http://pers.narod.ru/study/methods/04.html%23trap
http://pers.narod.ru/study/methods/04.html%23simpson


2 
 

 
Учитывая, что интеграл от некоторой функции дает значение 

площади, то площадь криволинейной области заменяется на сумму 
площадей прямоугольников. 

Аналогично получается формула правых прямоугольников. 

Здесь . В результате получим:  

 
Оценим погрешность формул. Например, погрешность формулы 

левых прямоугольников. 

. 

 
Воспользуемся формулой Тейлора: 

 

Тогда  

Пусть , тогда 

,т.е. формула левых 
прямоугольников имеет первый по h порядок точности. 

Аналогично и для формулы правых прямоугольников. 
Формула средних прямоугольников. Здесь функция на отрезке 
заменяется на ее значение в середине отрезка, т.е. 

 

Тогда, получим - это формула средних 
прямоугольников. 

Её удобно записать в виде  
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Оценим погрешность формулы средних прямоугольников. 

 

 
Воспользуемся формулой Тейлора: 

 

 

Пусть , тогда 

, т.е. формула средних 
прямоугольников имеет второй по h порядок точности. 

Во всех рассмотренных формулах площадь криволинейной 
трапеции заменялась на площадь прямоугольников. 

Формула трапеций 

В этой формуле , т.е. площадь 
криволинейной трапеции, заменяется на площадь прямоугольной 
трапеции. 

 
Формула трапеций получается путем замены подынтегральной 

функции интерполяционным полиномом первой степени: 

. 
Действительно 
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Тогда для всего отрезка [a,b] получим: 

 
Можно показать, что формула трапеций имеет второй порядок 

точности. 
Формулу трапеций можно записать в виде: 

 
 

Формула Симпсона 

При аппроксимации интеграла , функцию f(x)на отрезке 
заменяют параболой, проходящей через точки 

, где , т.е. используем 
для аппроксимации полином Лагранжа второй степени: 

 

 

 
Следовательно, получаем формулу Симпсона 

 
Можно показать, что формула Симпсона имеет четвертый 

порядок точности. 
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Пример. Вычислить интеграл 

. 
Разобьем отрезок [-1,2] на 10 частей, т.е. . 

Вычислим значение интеграла по формулам левых, правых, средних 
прямоугольников, по формуле трапеций и формуле Симпсона. Для этого 
составим таблицы: 

xi f(xi)   (xi-1+xi)/2 f((xi-1+xi)/2) 

-1 4   -0.85 4.213375 

-0.7 4.267   -0.55 4.181125 

-0.4 3.976   -0.25 3.671875 

-0.1 3.289   0.05 2.847625 

0.2 2.368   0.35 1.870375 

0.5 1.375   0.65 0.902125 

0.8 0.472   0.95 0.104875 

1.1 -0.179   1.25 -0.359375 

1.4 -0.416   1.55 -0.328625 

1.7 -0.077   1.85 0.359125 

2 1       

          

S1= 19.075   S3= 17.4625 

S2= 16.075       

Здесь  
Формула левых прямоугольников: 

 
Формула правых прямоугольников: 

 
Формула средних прямоугольников: 
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Формула трапеций: 

 
Формула Симпсона: 

 
Напомним, что точное значение интеграла 5.25 

 

П р а к т и ч е с к а я  ч а с т ь  
Вычислить (по вариантам) определенный интеграл методами левых 

прямоугольников (ЛП), средних прямоугольников (СП), правых 
прямоугольников (ПП), трапеций (Трап.) и Симпсона (Симп.). 

При введённом точном значении интеграла (вычисленном, 
например, в MathCAD) оцениваются погрешности методов. 

 
С помощью функции ЕСЛИ здесь обеспечивается автозаполнение 

таблиц численного интегрирования, так что для пересчёта интегралов с 
более мелким шагом достаточно изменить значение в ячейке H3, 
отведённой для хранения числа интервалов, на которые разбивается 
отрезок [A,B]. В ячейке H4 содержится формула =(H2-H1)/H3. 

Ограничение N<100 связано лишь с тем, что формулы растянуты 
вниз до 100-й строки, если растянуть дальше, его можно изменить. 

При интегрировании другой функции её нужно "вбить" в ячейки B2 
(от аргумента A2) и D2 (от аргумента C2), после чего растянуть 
изменённые формулы. Разумеется, точное значение интеграла в ячейке 
H9 и картинку из Mathcad, в котором оно вычислено, также можно и 
нужно менять. 
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X F(X) (Xi+Xi+1)/2 F((Xi+Xi+1)/2) (F(Xi)+F(Xi+1))/2) F(Xi)+4*F((Xi+Xi+1)/2)+F(Xi+1) 

=H1 =ЕСЛИ(A2="";"";(A2^2-3*A2+2)/(A2^2+1)) =ЕСЛИ(A3="";"";(A2+A3)/2) =ЕСЛИ(C2="";"";(C2^2-3*C2+2)/(C2^2+1)) =ЕСЛИ(A3="";"";(B2+B3)/2) =ЕСЛИ(A3="";"";B2+4*D2+B3) 

=ЕСЛИ(A2="";"";ЕСЛИ(A2+$H$4>$H$2;"";A2+$H$4)) =ЕСЛИ(A3="";"";(A3^2-3*A3+2)/(A3^2+1)) =ЕСЛИ(A4="";"";(A3+A4)/2) =ЕСЛИ(C3="";"";(C3^2-3*C3+2)/(C3^2+1)) =ЕСЛИ(A4="";"";(B3+B4)/2) =ЕСЛИ(A4="";"";B3+4*D3+B4) 

=ЕСЛИ(A3="";"";ЕСЛИ(A3+$H$4>$H$2;"";A3+$H$4)) =ЕСЛИ(A4="";"";(A4^2-3*A4+2)/(A4^2+1)) =ЕСЛИ(A5="";"";(A4+A5)/2) =ЕСЛИ(C4="";"";(C4^2-3*C4+2)/(C4^2+1)) =ЕСЛИ(A5="";"";(B4+B5)/2) =ЕСЛИ(A5="";"";B4+4*D4+B5) 

=ЕСЛИ(A4="";"";ЕСЛИ(A4+$H$4>$H$2;"";A4+$H$4)) =ЕСЛИ(A5="";"";(A5^2-3*A5+2)/(A5^2+1)) =ЕСЛИ(A6="";"";(A5+A6)/2) =ЕСЛИ(C5="";"";(C5^2-3*C5+2)/(C5^2+1)) =ЕСЛИ(A6="";"";(B5+B6)/2) =ЕСЛИ(A6="";"";B5+4*D5+B6) 

=ЕСЛИ(A5="";"";ЕСЛИ(A5+$H$4>$H$2;"";A5+$H$4)) =ЕСЛИ(A6="";"";(A6^2-3*A6+2)/(A6^2+1)) =ЕСЛИ(A7="";"";(A6+A7)/2) =ЕСЛИ(C6="";"";(C6^2-3*C6+2)/(C6^2+1)) =ЕСЛИ(A7="";"";(B6+B7)/2) =ЕСЛИ(A7="";"";B6+4*D6+B7) 

=ЕСЛИ(A6="";"";ЕСЛИ(A6+$H$4>$H$2;"";A6+$H$4)) =ЕСЛИ(A7="";"";(A7^2-3*A7+2)/(A7^2+1)) =ЕСЛИ(A8="";"";(A7+A8)/2) =ЕСЛИ(C7="";"";(C7^2-3*C7+2)/(C7^2+1)) =ЕСЛИ(A8="";"";(B7+B8)/2) =ЕСЛИ(A8="";"";B7+4*D7+B8) 

=ЕСЛИ(A7="";"";ЕСЛИ(A7+$H$4>$H$2;"";A7+$H$4)) =ЕСЛИ(A8="";"";(A8^2-3*A8+2)/(A8^2+1)) =ЕСЛИ(A9="";"";(A8+A9)/2) =ЕСЛИ(C8="";"";(C8^2-3*C8+2)/(C8^2+1)) =ЕСЛИ(A9="";"";(B8+B9)/2) =ЕСЛИ(A9="";"";B8+4*D8+B9) 

=ЕСЛИ(A8="";"";ЕСЛИ(A8+$H$4>$H$2;"";A8+$H$4)) =ЕСЛИ(A9="";"";(A9^2-3*A9+2)/(A9^2+1)) =ЕСЛИ(A10="";"";(A9+A10)/2) =ЕСЛИ(C9="";"";(C9^2-3*C9+2)/(C9^2+1)) =ЕСЛИ(A10="";"";(B9+B10)/2) =ЕСЛИ(A10="";"";B9+4*D9+B10) 

=ЕСЛИ(A9="";"";ЕСЛИ(A9+$H$4>$H$2;"";A9+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A10="";"";(A10^2-
3*A10+2)/(A10^2+1)) =ЕСЛИ(A11="";"";(A10+A11)/2) =ЕСЛИ(C10="";"";(C10^2-3*C10+2)/(C10^2+1)) =ЕСЛИ(A11="";"";(B10+B11)/2) =ЕСЛИ(A11="";"";B10+4*D10+B11) 

=ЕСЛИ(A10="";"";ЕСЛИ(A10+$H$4>$H$2;"";A10+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A11="";"";(A11^2-
3*A11+2)/(A11^2+1)) =ЕСЛИ(A12="";"";(A11+A12)/2) =ЕСЛИ(C11="";"";(C11^2-3*C11+2)/(C11^2+1)) =ЕСЛИ(A12="";"";(B11+B12)/2) =ЕСЛИ(A12="";"";B11+4*D11+B12) 

=ЕСЛИ(A11="";"";ЕСЛИ(A11+$H$4>$H$2;"";A11+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A12="";"";(A12^2-
3*A12+2)/(A12^2+1)) =ЕСЛИ(A13="";"";(A12+A13)/2) =ЕСЛИ(C12="";"";(C12^2-3*C12+2)/(C12^2+1)) =ЕСЛИ(A13="";"";(B12+B13)/2) =ЕСЛИ(A13="";"";B12+4*D12+B13) 

=ЕСЛИ(A12="";"";ЕСЛИ(A12+$H$4>$H$2;"";A12+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A13="";"";(A13^2-
3*A13+2)/(A13^2+1)) =ЕСЛИ(A14="";"";(A13+A14)/2) =ЕСЛИ(C13="";"";(C13^2-3*C13+2)/(C13^2+1)) =ЕСЛИ(A14="";"";(B13+B14)/2) =ЕСЛИ(A14="";"";B13+4*D13+B14) 

=ЕСЛИ(A13="";"";ЕСЛИ(A13+$H$4>$H$2;"";A13+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A14="";"";(A14^2-
3*A14+2)/(A14^2+1)) =ЕСЛИ(A15="";"";(A14+A15)/2) =ЕСЛИ(C14="";"";(C14^2-3*C14+2)/(C14^2+1)) =ЕСЛИ(A15="";"";(B14+B15)/2) =ЕСЛИ(A15="";"";B14+4*D14+B15) 

=ЕСЛИ(A14="";"";ЕСЛИ(A14+$H$4>$H$2;"";A14+$H$4)) 
=ЕСЛИ(A15="";"";(A15^2-
3*A15+2)/(A15^2+1)) =ЕСЛИ(A16="";"";(A15+A16)/2) =ЕСЛИ(C15="";"";(C15^2-3*C15+2)/(C15^2+1)) =ЕСЛИ(A16="";"";(B15+B16)/2) =ЕСЛИ(A16="";"";B15+4*D15+B16) 

 

A= 0 
    B= 1 
    N= 10 N<100! 

   dX= =(H2-H1)/H3 
    

      
      
      
      Точ.= 0,745677392555753 =B2 F(A) Погрешн. Теор.порядок точн. 

ЛП= =(СУММ(B2:B100)-I10)*$H$4 =ДВССЫЛ("B"&СЧЁТ(B:B)+1) F(B) =ABS(H10-$H$9) 1 
СП= =СУММ(D2:D100)*$H$4 

  
=ABS(H11-$H$9) 2 

ПП= =(СУММ(B2:B100)-I9)*$H$4 
  

=ABS(H12-$H$9) 1 
Трап.= =H4*СУММ(E2:E100) 

  
=ABS(H13-$H$9) 2 

Симп.= =H4/6*СУММ(F2:F100) 
  

=ABS(H14-$H$9) 4 
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