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Тройной интеграл в цилиндрических и сферических координатах 

 

Для вычисления тройного интеграла часто используют цилиндрические координаты 

( z,, ϕρ ), где ρ  − длина радиус-вектора проекции точки M на плоскость Oxy, ϕ  − угол, 

образованный этим радиус – вектором с осью Ox, z – аппликата точки M (рис. 1). Также часто 

используют сферические координаты точки θϕ,,r , где r – длина радиус вектора точки M, ϕ  − 

угол, образованный проекцией радиус-вектора OM  на плоскость Oxy и осью Ox, θ  – угол 

отклонения радиус-вектора OM  от оси Oz (рис. 2). 

Цилиндрические координаты ( z,, ϕρ ) точки связаны с ее декартовыми координатами x, 

y, z соотношениями: zzyx === ,sin,cos ϕρϕρ .  Тогда, 
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Сферические координаты θϕ,,r  связаны с декартовыми координатами x, y, z 

соотношениями: ,sincos θϕ ⋅= rx  ,sinsin θϕ ⋅= ry θcosrz = .  Тогда, 
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ddrdrrrrfdxdydzzyxf θϕθθθϕθϕ  

Переходить к сферическим координатам удобно, когда область интегрирования V есть 

шар или его часть, а также, если подынтегральная функция имеет вид )( 222 zyxf ++ . 

 

                 

Рис. 1      Рис. 2 
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Примеры решения задач  

 

1. Вычислить интеграл    

∫∫∫
V

zdxdydz , 

 

где V – область, ограниченная верхней частью конуса 222
zyx =+  и плоскостью z = 1. 

 

 

Рис. 3. 

 

Решение. На рис. 3 изображена область интегрирования V. Вычислим интеграл путем 

перехода к цилиндрическим координатам. Уравнение конуса примет вид 

ρρϕρϕρ =⇒==+ zz222222 sincos . Уравнение окружности 122 =+ yx  (границы области 

D) запишется как 1=ρ . В результате область 
*

V  определится неравенствами:  
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Таким образом,   
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Ответ: 
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zdxdydz . 

2. Вычислить интеграл от функции 
22

yxzu +=  по области G, ограниченной поверх-

ностями x² + y² = 1, y = 0, y = x, z = 0, z = 1. 

Решение. Изобразим область  интегрирования G  (рис. 4): 

 

 

Рис. 4 

 

Вычислим интеграл, переходя к цилиндрической системе координат 
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3. Вычислить интеграл  

∫∫∫
V

xdxdydz , 

 

где V – область, ограниченная параболоидом zhyx ⋅=+ 22  и плоскостью z = h. 

Решение. Изобразим область  интегрирования V (рис. 5): 

 

 

Рис. 5 



Данное тело ограничено снизу параболоидом )(
1 22

yx
h

z += , сверху плоскостью z = h. 

Проекцией данного тела на плоскость Oxy является круг 222
hyx ≤+ . Используем цилиндриче-

ские координаты, в которых уравнение параболоида примет вид 
h

r
z
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∫ ∫∫ ∫∫∫∫ ∫ ∫ ∫ =−=−==
πππ

ϕϕϕϕϕϕ
2

0 0

4
2

2

0 0

2
2

2

0 0 2

2 )(cos)(coscos
hh

V

h h

h

r

dr
h

r
hrddr

h

r
hrddzdrrdxdxdydz  

 

0sin
5353

cos |
2

0

442

0 0

53

=⋅













−=














−⋅= ∫

π
π

ϕϕϕ
hh

h

rr
hd

h

. 

 

Ответ: 0=∫∫∫
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4. Вычислить 
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где V – область, ограниченная верхней частью сферы 36222 =++ zyx  и верхней частью конуса 

2
22

3
z

yx
=

+
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Решение. Область интегрирования V изображена на рис. 6. Переходим к сферическим 

координатам, тогда уравнение сферы примет вид 

 

636cossinsinsincos 222222222 =⇒==++ rrrrr θθϕθϕ , 

 

а из уравнения конуса получим 
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Рис. 6. 

Таким образом,  
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5. Переходя к сферическим координатам, вычислить интеграл 
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3222 , 

если область интегрирования V ограничена сферой 222 zyx ++ =1. 

Решение. Областью интегрирования является сфера с центром в точке (0,0,0) и радиусом 

равным 1. Перейдем к сферическим координатам: 
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