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Криволинейный интеграл второго рода. Формула Грина  

 

Если гладкая кривая L задана параметрическими уравнениями ( ), ( ),x x t y y t t= = α ≤ ≤ β , 

и функции P(x,y), Q(x,y) являются непрерывными на L, то  
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Если кривая L задана уравнениями : ( ), ( ), ( ),L x x t y y t z z t t= = = α ≤ ≤ β , то  
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 Если кривая L задана уравнением bxaxyy ≤≤= ),( , где )(xy  непрерывно дифференци-

руемая функция на отрезке ],[ ba , то  
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Одним из физических приложений криволинейного интеграла 2-го рода является работа 

A силы kzyxRjzyxQizyxPzyxF ),,(),,(),,(),,( ++=  при перемещении материальной точки 

единичной массы из точки A в точку B вдоль дуги AB: 
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Если кривая L замкнута, то криволинейный интеграл второго рода называется циркуля-

цией и обозначается  
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Теорема 1. Пусть функции ),(),,( yxQyxP  и их частные производные являются непре-

рывными в простой области G с положительно ориентированной границей L, тогда справедлива 

формула Грина 
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С помощью этой формулы можно вычислить площадь плоской области G. Действительно, по-

лагая в формуле xQP == ,0 , найдем ∫∫∫ ==
LG

xdydxdyS .  

 

Примеры решения задач 

 

 

1. Вычислить криволинейный интеграл  ∫ +−
AB

ydyxdxxy
2

)1(  от точки  )0,1(A  до точки 

)2,0(B  по прямой xy 22 −= . 

Решение. Данный интеграл вычислим по формуле (3): 

  

∫∫ =−−+−−=+−
0

1

22
)22()22()1)22(()1( xdxxdxxxydyxdxxy

AB

 

 

∫∫∫ =−+−=+−−−=−−−−=
0

1

23
0

1

322
0

1

22
)1264()44122())22(2122( dxxxxdxxxxxdxxxxx  

 

1)2( |
0

1

234 =−+−= xxxx . 

Ответ: 1.  

2. Вычислить криволинейный интеграл ∫ +
ABC

dyxxydx
2

2  по ломаной ABC, где )0,0(A , 

)1,1(B , )0,1(C . 

Решение. Используя свойство аддитивности интеграла, получим 
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Уравнение прямой, проходящей через точки )0,0(A  и )1,1(B , имеет вид xy = , где  

]1,0[∈x . Поэтому  
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Уравнение прямой, проходящей через точки )1,1(B  и )0,1(C , имеет вид 1=x , где  

]0,1[∈y . Тогда  

 



1)1(22 |
0

1

0

1

0

1

2 −===+=+ ∫∫∫ ydydyyddyxxydx

BC

. 

 

 Таким образом, 0)1(12
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Ответ: 0 . 

3. Вычислить криволинейный интеграл ∫ +−
L

xdydxyx )4(  по кривой  10,:
3 ≤≤= xxyL . 

Решение. По формуле (3) найдем 
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 Ответ: 2/5 .  

4. Вычислить криволинейный интеграл ∫ −
L

xdyydx  по кривой  1
4

:

2
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y
xL  с положи-

тельным направлением обхода. 

Решение. Заданная кривая является эллипсом, запишем параметрические уравнения: 

]2,0[,sin2,cos π∈== ttytx . Тогда по формуле (1) найдем 
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 Ответ: π4− .   

5. Вычислить криволинейный интеграл ∫
+

−

L
yx
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3/53/5

22

 по астроиде tytxL 33
sin,cos: ==  

от точки )0,1(A  до точки )1,0(B . 

           Решение. Найдем значения параметра t, соответствующие точкам A и B. Для этого в 

уравнение кривой tytxL 33
sin,cos: ==  вначале подставим вместо x и y координаты точки A: 

0sin,1cos
33 == tt , отсюда 0=t . Теперь подставим координаты точки B: 1sin,0cos

33 == tt , 

отсюда 2/π=t . Таким образом ]2/,0[ π∈t .  

Для вычисления интеграла используем формулу (1), получим 
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  Ответ: 
16

3π
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6. Найти работу силы kxjyzizyF ⋅−⋅+⋅−= 222
2)(  при перемещение материальной 

точки по кривой 
32

,,: tztytxL ===  от точки )0,0,0(A  до точки )1,1,1(B . 

Решение. Подставив в уравнения кривой вместо x, y, z координаты точки )0,0,0(A , по-

лучим 0,0,0
32 === ttt , отсюда 0=t . Аналогично, подставив координаты точки )1,1,1(B , най-

дем 1,1,1
32 === ttt , отсюда 1=t . По формуле (4) найдем 
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 Ответ: 
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1
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7. Найти работу силы F при перемещении вдоль линии L от точки М к точке N, если  

F = ( x
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Решение. Работа выражается криволинейным интегралом второго рода: 
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Используя  параметрическое  представление  эллипса L: 
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cведём криволинейный интеграл к определённому интегралу: 

 

( ) ( )[ ] 382 cos2sin4cos9sin3sin4cos9

π

0

2222 −=⋅++⋅−−= ∫ dtttttttA . 

Ответ: А= 382− . 

8. Найти циркуляцию векторного поля  F= ji xy +−  по окружности x = acost,  y = asint в 

положительном направлении. 

Решение. По определению циркуляции получаем 

С = .2)cossin(
2222

2

0

2
adttataxdyydxd

C C

π
π

=+=+−=∫ ∫ ∫rF . 

Ответ: С= .2
2
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9. Вычислить циркуляцию векторного поля zkxjyiF +−=  вдоль кривой  

0,,4:
222222 ≥=+=++ zzyxzyxL . 

Решение. Кривая является линией пересечения сферы и конуса. В сечение получается 

окружность. Подставив 222 zyx =+   в уравнение сферы 4
222 =++ zyx , получим 

2,42
2 ±== zz . Так как по условию задачи 0≥z , то берем значение 2=z . Тогда уравнение 

окружности имеет вид  2
22 =+ yx . Поэтому параметрические уравнения кривой L следующие: 

π20,2,sin2,cos2 ≤≤=== tztytx . Вычисляем циркуляцию по формуле (5): 

 

=+−=+− ∫∫
LL

dttdttdzdzxdyydx )2(2)sin2(cos2)cos2(sin2  

 

π
π

π

42)cossin(2 |
2

0

2

0

22 −=−=−−= ∫ tdttt . 

 

  Ответ: С= π4− . 

10. Найти площадь плоской области, ограниченной кардиоидой 

ttyttx 2sinsin2,2coscos2 −=−= . 

Решение. Воспользуемся формулой  ∫∫∫ ==
LG

xdydxdyS . Получим 
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Ответ: π6 . 

11. Вычислить интеграл ∫ ++
L

dyyxdxy
22

)(  по контуру треугольника с вершинами 

)0,2(A , )2,2(B , )2,0(C  с помощью формулы Грина.  

Решение.  Сопоставив наш интеграл с формулой Грина 
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определим, что 
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Ответ: 8/3. 

 


