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Поверхностный интеграл первого рода, его приложения  

 

Вычисление поверхностного интеграла 1-го рода по поверхности можно свести к вычис-

лению двойного интеграла по области. Приведем формулы для случаев явного задания поверх-

ности. 

 Пусть поверхность Σ  задана уравнением ( )yxfz ,= , тогда  
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 Если поверхность Σ  задана уравнением ( )zyfx ,= , тогда 
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 Пусть поверхность Σ  задана уравнением ( )zxfy ,= , тогда 
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Приведем основные свойства поверхностных интегралов первого рода:  

 

 1) ( ) ( )∫∫∫∫ =

ΣΣ

σdσd MgСMСg , где С  - число; 

 

 2) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=+
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21 σdσdσd MgMgMgMg ; 

 

 3) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=

21 ΣΣΣ

σdσdσd MgMgMg , где 21 ΣΣΣ ∪= . 

 

Приведем некоторые геометрические и механические приложения поверхностных инте-

гралов первого рода. 

 1) Площадь поверхности: S=∫∫
Σ

σd , где S  - площадь поверхности Σ . 

 2) Масса поверхности: ( )∫∫
Σ

= σρ dMm , где ( ) ( )zyxM ,,ρρ = - поверхностная плотность 

массы, распределенной по поверхности Σ .  

 

 



Примеры решения задач 

 

1. Вычислить поверхностный интеграл первого рода ∫∫ 







++

Σ

σd
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1
zyx , где Σ  - часть 

плоскости 1
2

1
2 =++ zyx , расположенная в первом октанте. 

 Решение. Поверхность Σ  взаимно однозначно проектируется на область D  - треуголь-

ник на координатной плоскости Oxy  (рис.1). Уравнение yxz
2

1
21 −−= , ( ) Dyx ∈, , - явное за-

дание поверхности Σ . Найдем частные производные функции ( ) yxyxf
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1
21, −−= : 
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Рис.1 

 

Применяя формулу (1), получим  
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 Вычислим двойной интеграл. Имеем: ( ) ( )
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Отдельно найдем внутренний интеграл 
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отсюда, 
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 Ответ: 
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 2. Вычислить поверхностный интеграл первого рода ( )∫∫ ++

Σ

222222 σdzyzxyx , где Σ  - 

часть конуса 22
yxz += , заключенная внутри цилиндра 1

22 =+ yx . 

 Решение. Поверхность Σ  взаимно однозначно проектируется на круг 

( ){ }1|,
22 ≤+= yxyxD  плоскости Oxy  (рис. 2). Найдем частные производные функции 
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Исходный интеграл обозначим буквой « I » и применим формулу (1): 

 

( ) ( )( ) =
+

+
+

+++++= ∫∫ yx
yx

y

yx

x
yxyyxxyxI

D

dd1
22

2

22

2
22222222

 

 



( ) ( )
=

+

+
++++= ∫∫ yx

yx

yx
yyxyxxyx

D

dd
2

22

22
42222422

 

 

( ) yxyxyx

D

dd32
4422

∫∫ ++= . 

 

                                                                              z     

 

                                                                           1 

 

 

 

                                                             1−                D       1            y  

                                                          x        1      

 

Рис. 2 

 

 Двойной интеграл вычислим, применяя полярные координаты. Область 

( ){ }10,πφπ|,φ
~

≤≤≤<−= rrD  системы координат rOφ  отображается  на область D  с помо-

щью функций φcosrx = , φsinry =  с якобианом, равным r . Тогда 
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Преобразуем подынтегральную функцию последнего интеграла: 
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 С учетом полученных преобразований продолжим вычисления: 
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 Ответ: 
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3. Вычислить массу материальной полусферы 
2222 azyx =++ , 0≥z , плотность кото-

рой ( )
a

z
M =ρ . 

 Решение. Пусть m  - искомая масса поверхности, обозначим ее буквой «Σ ». По формуле 

массы поверхности имеем:  
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 Поверхность Σ , которую можно задать явно уравнением 
222

yxaz −−= , взаимно 

однозначно проектируется на круг ( ){ }222
|, ayxyxD ≤+=  (рис. 3). Найдем частные произ-

водные: 
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Рис. 3 



 Вычислим массу поверхности: 
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 Ответ. 
2πa . 

4. Вычислить площадь части параболоида ( )22

2

1
yxz += , заключенной внутри цилиндра 

3
22 =+ yx . 

 Решение. Часть параболоида, заключенная внутри цилиндра, взаимно однозначно про-

ектируется на круг ( ){ }3|,
22 ≤+= yxyxD  (рис. 4). 

 Положим: ( ) ( )22
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1
, yxyxf += . Имеем: ( ) ( ) yyxfxyxf yx =′=′ ,,, . Для вычисления пло-

щади применим формулу для случая поверхности с явным заданием: 
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Рис. 4 

 

 Интеграл вычислим, применяя полярные координаты φ  и r . Пусть D
~

 - область в систе-

ме координат rOφ , которая отображается  на область D  с помощью функций φcosrx = , 

φsinry =  с якобианом, равным r . Поскольку ( ){ }30,πφπ|,φ
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 5. Вычислить площадь цилиндрической поверхности 
2

21 zx −= , ограниченной плоско-

стями 0=x , 1=y , 2=y . 

 Решение. Поверхность взаимно однозначно проектируется на область 
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Рис. 5 



Последний интеграл обозначим через I . Вводим замену переменной в интеграле, положив 
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Теперь применим метод интегрирования по частям. 
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отсюда, 
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Следовательно, 
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