Модуль 1
1.    Методические указания к вычислению производных от функций одной переменной 

Приведем правила дифференцирования:
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а также таблицу производных основных элементарных функций:
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Производная сложной функции 
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Задача 1. Найти производные следующих функций, используя правила дифференцирования и таблицу производных:
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Решение. Используя правило дифференцирования суммы и таблицу производных, найдем: 
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Задача 2. Найти производную функций:
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Решение. По формуле 
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Задача 3. Найти производную функций:
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Решение.  По формуле дифференцирования частного 
[image: image46.wmf]2

v

v

u

v

u

v

u

¢

-

¢

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

 получим:

а) 
[image: image47.wmf]=

×

+

-

×

=

¢

×

+

-

×

¢

+

=

¢

4

2

2

2

2

2

)

2

(

)

1

(ln

1

)

(

)

(

)

1

(ln

)

1

(ln

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y



[image: image48.wmf]3

3

4

1

ln

2

)

1

(ln

2

1

)

2

(

)

1

(ln

x

x

x

x

x

x

x

x

+

-

=

+

-

=

×

+

-

=

;

б) 
[image: image49.wmf]=

-

×

-

-

=

-

¢

-

×

-

-

×

¢

=

¢

2

2

)

1

2

(

2

)

1

2

(

2

1

)

1

2

(

)

1

2

(

)

1

2

(

)

(

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y



[image: image50.wmf]2

2

)

1

2

(

2

1

2

)

1

2

(

2

4

)

1

2

(

-

×

+

-

=

-

×

-

-

=

x

x

x

x

x

x

x

;

в) 
[image: image51.wmf]=

-

¢

-

-

-

¢

=

¢

2

)

sin

2

(cos

)

sin

2

(cos

sin

)

sin

2

(cos

)

(sin

x

x

x

x

x

x

x

x

y



[image: image52.wmf]=

-

-

-

-

-

=

2

)

sin

2

(cos

)

cos

2

sin

(

sin

)

sin

2

(cos

cos

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image53.wmf]2

2

2

2

)

sin

2

(cos

1

)

sin

2

(cos

sin

cos

2

sin

sin

cos

2

cos

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

=

-

+

+

-

=

.

Задача 4. Найти производную функции 
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Решение. По формуле 
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Задача 5. Найти производную функции 
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Решение. Данная функция является сложной, поэтому введем вспомогательную функцию 
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По формуле дифференцирования сложной функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf])
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Задача 6. Найти производную функции 
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Решение. Введем вспомогательную функцию 
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Задача 7. Найти производную функции 
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Решение. Введем вспомогательную функцию 
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Задача 8. Найти производную функции 
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Решение. Введем вспомогательную функцию 
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Задача 9. Найти производную второго порядка функции
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Решение. Последовательно дифференцируя функцию, получим
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Задача 10. Найти производные 2-го порядка от следующих функций:
а) 
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Решение. 

а) Найдем производную первого порядка
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а затем производную второго порядка
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б) Находим производную первого порядка, а затем второго:
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Задача 11. Найти производную второго порядка функции 
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Решение. Последовательно дифференцируя функцию, получим
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Задача 12. Найти производную второго порядка функции 
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Решение. Последовательно дифференцируя функцию, получим
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Задача 13. Найти производную четвертого порядка от функции
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Решение. Последовательно дифференцируя функцию, получим
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Задача 14. Найти дифференциалы 1-го порядка от функций:
а) 
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Решение. Используя формулу дифференциала 1-го порядка 
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Задача 15. Найти дифференциал функции 
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Решение. Так как 
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2.    Методические указания к вычислению неопределенных интегралов
Приведем правила интегрирования
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, таблицу основных интегралов и формул внесения под знак дифференциала основных функций:
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Задача 1. Используя таблицу неопределённых интегралов, найти:
а) 
[image: image159.wmf]ò

3

x

dx

; б) 
[image: image160.wmf]ò

3

x

dx

; в) 
[image: image161.wmf]ò

dx

x

2

; г) 
[image: image162.wmf]ò

-

2

5

x

dx

.
Решение.
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Задача 2. Используя таблицу и основные свойства неопределённого интеграла, найти: 

а) 
[image: image167.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

dx

x

x

7

2

5

3

; б) 
[image: image168.wmf]ò

+

-

dx

x

x

x

5

3

2

; в)
[image: image169.wmf]ò

+

dx

x

x

9

2

2

; г)
[image: image170.wmf]ò

dx

x

2

ctg

.
Решение.
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б) Разделим числитель подынтегральной дроби на знаменатель: 

[image: image172.wmf]2

1

2

1

2

3

5

3

5

3

2

-

+

-

=

+

-

x

x

x

x

x

x

,
отсюда

[image: image173.wmf]=

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

+

-

ò

ò

ò

ò

ò

-

-

x

d

x

dx

x

dx

x

dx

x

x

x

dx

x

x

x

2

1

2

1

2

3

2

1

2

1

2

3

5

3

5

3

5

3

2



[image: image174.wmf]C

x

x

x

C

x

x

x

+

+

-

=

+

+

-

×

+

+

×

-

+

=

+

-

+

+

2

1

2

3

2

5

2

1

2

1

2

3

10

2

5

2

1

5

1

3

1

2

1

1

2

1

1

2

3

1

.

в) Преобразуем подынтегральную дробь:
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г) Используем известные формулы тригонометрии, а также табличные интегралы:
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Задача 3. Используя формулы внесения функции под знак дифференциала, найти интегралы:
а) 
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Решение.

а) Этот интеграл можно привести к табличному интегралу:
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Здесь мы использовали формулу 
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б) Относительно переменной 
[image: image185.wmf]1

2

+

=

x

u

 получаем интеграл от степенной функции:
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Здесь мы применили формулу 
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г) Так как 
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Задача 4. Найти интегралы, используя подходящую подстановку: 
а)
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Решение. Отметим, что подходящие подстановки и соответствующие им дифференциалы указаны в квадратных скобках. 
а) 
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Задача 5. Найти интегралы, используя метод интегрирования по частям 
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Решение. В данной задаче мы используем формулу интегрирования по частям 
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Для интеграла 
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 снова применим метод интегрирования по частям:
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3.  Методические указания к вычислению определенных интегралов
Определенным интегралом от функции    f(x)  на промежутке [a,b], наз. предел интегральной суммы, полученной путем разбиения промежутка на малые участки.  
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Здесь  а – нижний предел,  b – верхний предел, а сам символ повторяет основные элементы интегральной суммы. Введен Лейбницем.
Основные свойства определенного интеграла.

10   Постоянный множитель выносится за знак интеграла, т.к. он может быть вынесен за знак суммы   
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20   Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов, т.к. предел от суммы функций равен сумме пределов. 
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30  Интеграл на промежутке  [a,b]  можно представить как сумму интегралов, взятых по произвольным участкам  [a,b]
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       Формула  Ньютона – Лейбница                      
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Определенный интеграл от непрерывной функции  f(x) на промежутке  [a,b]  равен разности значений первообразной этой функции F(x) на концах отрезка.            

Приемы интегрирования

Метод замены переменной при вычислении определенного интеграла по формуле Ньютона-Лейбница требует дополнительной операции -  переоп-ределения пределов интегрирования.
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Пример 4.  Разделим интеграл на сумму двух интегралов


[image: image272.wmf]=

J


[image: image273.wmf]ò

+

+

2

0

2

4

)

3

(

x

dx

x

  =   
[image: image274.wmf]ò

+

2

0

2

4

x

xdx

  +   
[image: image275.wmf]ò

+

2

0

2

4

3

x

dx

  =   
[image: image276.wmf]2

1

J

J

+



[image: image277.wmf]=

1

J


[image: image278.wmf]ò

+

2

0

2

4

x

xdx
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Формула интегрирования по частям  имеет вид:   
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Пример 5.      Интегрирование по частям.
 
[image: image297.wmf]=

J


[image: image298.wmf]ò

2

/

0

p

(x+3)sin xdx =
[image: image299.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

=

=

+

=

x

v

xdx

dv

dx

du

x

u

cos

sin

3

= u v
[image: image300.wmf]2

/

0

|

p

 - 
[image: image301.wmf]ò

2

/

0

p

v du =                                     
= - (x+3) cos x 
[image: image302.wmf]2

/

0

|

p

 + 
[image: image303.wmf]ò

2

/

0

p

cos x dx  = 3 + sin x 
[image: image304.wmf]2

/

0

|

p

  =  4
Пример 6.   Интегрирование по частям.
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Пример 7.   Интегрирование по частям.
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Пример 8.   Несобственный интеграл 1 рода. Найдем первообразную.
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Пример 9.   Несобственный интеграл 1 рода. Найдем первообразную.
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Вычисление площади плоской фигуры.

Определенный интеграл 
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Пример 10. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

y = - x2 + 4 ,  [image: image379.png]


 2x + y – 4 = 0.

Решение.1) Вычислим точки пересечения линий:
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 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf]Þ

x2 – 2x = 0,   (0;4) , (2;0);         2) Начертим Рис.

3) Опр. пределы интегрирования :  0 
[image: image339.wmf]£
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4) S =
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Пример 11. Вычислить площадь, ограниченную 
линиями  y = sin x,  y = 0, x = –
[image: image344.wmf]p

/2,  x = 
[image: image345.wmf]p

.

SD  = –
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sin x dx  =                             

 =  cos x|0-(./2   +  cos x|0(  = 3
Если криволинейная трапеция задана в параметрической форме: 
 x = x(t) , y = y(t), 
[image: image348.wmf]a

 
[image: image349.wmf]£

 t 
[image: image350.wmf]£
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 ,  x(
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) = a , x(
[image: image353.wmf]b

) = b  (a < b) , y = 0  , то переход к новым переменным дает                             SD =  
[image: image354.wmf]ò

b

a

y(t) x`t dt                           
Пример 12.  Вычислить площадь эллипса:   x = a cos t,  y = b sin t,  0 
[image: image355.wmf]£

 t 
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Тогда  x`t = –a sin t   и   SD = 4ab
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ab.

В том случае, если криволинейная трапеция
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прилежит к оси      Оу      ( x = x(y), c ( y ( d ), 
то ее площадь определяется интегралом  

         S = 
[image: image361.wmf]ò

d

c

x(y) dy               
Вычисление объема тела вращения.

[image: image384.png]


Криволинейную трапецию, ограниченную неотрицательной функцией  y = f(x)  на  [a, b]  вращаем вокруг оси  Ох  и получаем цилиндрическое тело вращения, объем которого вычисляется по формуле 
                            V =  
[image: image362.wmf]p



 EMBED Equation.3  [image: image363.wmf]ò
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Пример 13. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линиями: y = - x2 + 4, 2x + y – 4 = 0 

Площадь этой фигуры вычислялась в примере 10 и складывалась из разности площадей двух криволинейных трапеций. Соответственно, объем тела вращения можно представить как разность объемов образованных вращением этих двух криволинейных трапеций
V = V1 – V2   = 
[image: image364.wmf]p



 EMBED Equation.3  [image: image365.wmf]ò
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Пример 14.   Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линиями:   y = - x2 + 8 , y = x2 .
Решение. 1) Вычислим точки пересечения линий:
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[image: image370.wmf]Þ

 x2 = 4,  (-2;4), (2;4);     2) Начертим Рис.

3) Определим пределы интегрирования:  -2 
[image: image371.wmf]£

x
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 2; 

4)  Из объема тела образованного вращением верхней параболы удалим объема тела образованного вращением нижней параболы
V = V1 – V2   = 
[image: image373.wmf]p
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